.nlrmmulr* .t
__, ~ MATEMATIKA ;s

STUDIJUOJANTIEMS EKONOMIKA IR VERSLA

....u.lll.,lﬂlll
Lal AT )\ | |
AN |




MATEMATIKA STUDIJUOJANTIEMS
EKONOMIKA IR VERSLA



MERU

MYKOLO ROMERIO
UNIVERSITETAS



ALEKSANDRAS KRYLOVAS
RIMA KRIAUZIENE

MATEMATIKA STUDIJUOJANTIEMS
EKONOMIKA IR VERSLA

Vadovélis

1

REGISTRY CENTRAS
Vilnius
2015



UDK 51(075.8)
Kr242

Rekomendavo spausdinti:

Mykolo Romerio universiteto

Ekonomikos ir finansy valdymo fakulteto Matematinio modeliavimo katedra
2015 m. birzelio 5 d. (protokolo Nr. IMMK-5)

Mykolo Romerio universiteto

Finansy apskaitos pirmosios pakopos studijy programos,

Finansy valdymo antrosios pakopos studijy programos komitetas
2015 m. birzelio 8 d. (protokolo Nr. 10-380(1.17K-40101))

Mykolo Romerio universiteto

Verslo sistemy ktrimo ir valdymo pirmosios pakopos studijy programos,

Tarptautinés prekybos antrosios pakopos studijy programos komitetas

2015 m. birzelio 9 d. (protokolo Nr. 10-381(1.17K-40101))

Mykolo Romerio universiteto
Finansy ekonomikos pirmosios pakopos studijy programos komitetas
2015 m. birzelio 9 d. (protokolo Nr. 10-383(1.17K-40101))

Mykolo Romerio universiteto

Ekonomikos ir finansy valdymo fakulteto taryba
2015 m. birzelio 18 d. (nutarimo Nr. 1EFV-18)

Mykolo Romerio universiteto

Moksliniy—mokomuyjy leidiniy aprobavimo leidybai komisija
2015 m. liepos 17 d. (protokolo Nr. 2L-12)

Recenzavo:

doc. dr. Mecislavas Meilanas

Vilniaus Gedimino technikos universiteto
Fundamentiniy moksly fakulteto Matematinio modeliavimo katedra

doc. dr. Natalja Kosareva

Vilniaus Gedimino technikos universiteto

Fundamentiniy moksly fakulteto Matematinio modeliavimo katedra

© 0 0

ISBN 978-9955-30-177-6 (elektroninis) ©
ISBN 978-9955-30-176-9 (spausdintinis) ©

Aleksandras Krylovas, 2015

Rima Kriauziené, 2015

Juraté Juozéniené, virselio dailininké, 2015
Mykolo Romerio universitetas, 2015

VI Registry centras, 2015



Turinys

IVAAAS ..o e 1
1. Tiesiné al@ebra ............ccooiiiiiiiiiii e 3
1. Matricos ir determinantai ...........cocceeevereeereeeseeneesieeieeseeeseeennnes 3
1.1, MatricoS SAVOKA ....cvvviiiieeieeicieie e 3
1.2, Veiksmai SU MatriCOMIS. .....ccueereerrerieeieeniieseeeeeeeeeseeennees 6
1.3, Matricy daugyba........ccceevierieiiieiieieee e 11
1.4, Determinantas ...........ccceeeeveeeeieeriieeeiieenieeeseeeeeeeeeeeeeennees 16
1.5, AtvirkSting matrica........coeceevvveeveenieniieieeeeree e 26
1.6. Ekonomings sistemos balanso modelis ............ccceevennennne. 33
1.7.  Savarankisko darbo uZduotys...........cccceverievenienienienenn 38
2. Tiesiniy lygCiy SIStEMOS ....ccuvvvecevieciiieciee et 43
2.1, Tiesiniy lygCiy SIStEMOS ....eccvreveeriierieeieerieerieeie e 43
2.2. Tiesiniy lygciy sistemy sprendimas atvirkstinés
MAatricoS METOAU ....ocuviriieiieriiiiieeieee e 44
2.3. Tiesiniy lyg¢iy sistemy sprendimas Kramerio metodu ...47
2.4, MatriCOS TANZAS ...eeevveereeerrreeereereesrienseeereesseesseesaeeseesseens 51
2.5. Kronekerio ir Kapelio teorema..........cccceeveeevieenveennneenne. 53
2.6. Tiesiniy lygc€iy sistemy sprendimas Gauso metodu ......... 54
2.7. Bazinio minoro metodas ...........cccccverieeiieenieeniesieeieeiens 62
2.8. Tarptautinés prekybos modelis ...........ccccceeevvieereeeneennne. 63
2.9. Savarankisko darbo uzduotys.........cccceevverieriiiiiiieiieens 65
3. Tiesinio programavimo uzdaviniy grafinis sprendimas ............ 67
3.1. Savarankisko darbo uZduotys ........ccccceeveieiiierireieiieeen. 77
2. Matematiné analizé ..., 79
1. Aibés, funkcijos ir I[ygtys ...ccccvevievienienieiieeieeese e 79
L1, AIDES SAVOKA ..eoeeieeiieieeieieeeee e 79
1.2.  Funkcijos apibréZimas..........cccceeevveeeveercieeenieeeeiee e 85

iii



TURINYS

1.3, Funkciju pavyzdZiai .......ccccccevevieninienienieienceiesee 89
1.4. Funkcijos grafikas .........ccocevviieiienienieiiecceeesie e 90
1.5. Funkcijuy grafiky transformacijos ..........ccceceevveveerienennne 91
1.6, INterpoliacija......cccueeceeeriieniieeieeieeiieeee et 95
1.7. Funkcijos eKonomikoje ........cccceeveverienienieiienieiesieenn, 97
2. Ribos ir tolydumas ........ccecceeviiniiiiieieece e 101
2.1, SKaiCiy SEKa ...ccveeieeiiiiiiiiiiie e 101
2.2, Funkcijos 11ba ....cccceevvveiieiiieniecieeeeeeeee e 108
2.3, Pagrindings ribos .........ccceevveerieriieiieiieeie e 120
2.4, VIENPUSES T1DOS ..cuveeeeeiriiieiieiieeiieeieeiee et 126
2.5. Funkcijos tolydumas. Trikiy raSys ......ccceeeveervenennenne. 128
2.6. SavarankiSko darbo uzduotys..........cceceevvveriiieniieniennnn 130
3. Funkcijos iSvesting ir diferencialas ...........cocevevvenenienencennns 131
3.1.  Funkcijos iSvestings apibréZimas ..........ccceceevveevveeneeennen. 131
3.2. Funkcijos iSvestinés geometring prasme............c..ceueee.. 131
3.3. I8vestinés mechaniné prasme ...........cccceveveeveeveeeneeennen. 133
3.4. I8vestinés ekonomingé prasmé.
Ribinés pajamos ir sgnaudos .........cccceeveevverieerieenieennen. 134
3.5. Elementariyjy funkcijy iSvestiniy lentelé ...................... 135
3.6.  Elastin@umas ........ccceeeeiviieiienienieeeeiee e 137
3.7. Atvirkstinés funkcijos i1SVeSting...........coceeverienveniennenne. 138
3.8.  Sudétiniy funkcijy iSVEStINES .....ccceeevveeviverieeieeieeieeee. 140
3.9. ISvestinés radimas taikant logaritmavima ..................... 144
3.10. NeiSreikstiniy funkcijy iISVeStings ........ccevevereeeceeeneeennen. 146
3.11. AukStesniyju eilig 1SVEStNEGS ....cceeevvieerieeeiieeieeeieeenee, 149
3.12. Teiloro formulé ........ccccooveviniininiiiiiccccecceee, 150
3.13. Liopitalio taiSykIe€ .......ccccoveviriieniieeiieeeeee e 152
3.14. Funkcijos diferencialas .........ccccoeeeeevienvenienieeieeeeee, 155
4. ISvestiniy taikymas .......cccooceevuirieriinieienceie e 159
4.1. Funkcijos grafiko liestinés taske lygtis........ccccccevennnee. 159
4.2. Funkcijos did¢jimo ir maz&jimo pozymis ..................... 160
4.3. Funkcijos didziausia ir maziausia reikSmé
duotame INtervale .........cccoecvevirienienieieneeeeeeeen 164
4.4. Funkcijos iSkilumo intervalai..........cocceevveeniiienieniennnne. 165
4.5. Funkcijos grafiko asimptotes ...........ccceevevieienieeienennenne. 170
4.6. Funkcijy tyrimas ir grafiky brézimas ...........ccccccvevvennnnnne 172
5. Keliy kintamyjy funkcijos.......coeeverierieninieniinieeseieseeeecene 178
5.1. Keliy kintamyjy funkcijos apibrézimas ...........ccccceevueennene 178
5.2. Dalinés 18VESTINES ...ccveeruririiiiiieiieniienieeieeie et 178

5.3. Aukstesniyjy eiliy dalin€s 1Svestings...........cevcvevvereennenne 182



TURINYS

\
5.4. Keliy kintamyjy funkcijos ekstremumas .................... 183
5.5. Maziausiy kvadraty metodas .......cccceeeeeiiiiiiiiiiiiennnnnn, 188
5.6. Maziausiy kvadraty metodo apibendrinimas............... 191
5.7. Kobo ir Duglo funkcija.......ccceeeveeviieviieniieiieeireenne, 193
6.  Neapibréztinis integralas...........ccccveeviveerieeerieeeie e 195
6.1. Pirmyksté funkcija.......ccoooeeviiiiieiiiieee 195
6.2. Neapibréztinio integralo savoka...........ccccccvvevveeieenennne. 196
6.3. Neapibréztinio integralo savybes........cccoeevveveieenvneenee. 197
6.4. Neapibréztiniy integraly lentelé ............cocoevienieenne. 199
6.5. Tiesioginis INtEZravimas ........ccceccveevvrerreerveerreerveenneenns 200
6.6. Integravimas keiciant Kintamaji........cccceeeeveereeeercnneennne. 201
6.7. Integravimas dalimis ...........cceeeueevieriienienieeieeieeeee 205
6.8. Racionaliosios funkcijos ........c.ccccceevivevienieeniienieeneene, 207
6.9. PaprascCiausiyjy racionaliyjy trupmeny
INEEEIAVIIMIAS ..veevvieeniieiieeiieiee e iee et seeeeae e e eeeeeeees 209
6.10. Kompleksinio skai¢iaus savoka ..........ccccceevvervrenenne. 212
6.11. Racionaliyjy funkcijy reiskimas
papras€iausiyjy trupmenty SUMa ..........c.eeeveeeeveerveennnenns 214
6.12. Neapibréztyju koeficienty metodas.........c.cccveeveennenee. 215
6.13. Racionaliyjy funkcijy integravimo pavyzdziai ............ 217
6.14. Integralai
JROG e VY ) s 221
6.15. Integralai | R(SIN X, COS X)AXuvveeerieeeirieeireeerieeeree e 224
6.16. Integralai | R(x, Vax?> + bx + ¢)dX c.ocvvevrreiicieieeiee, 227
6.17. Integralai [ xm (A DX dX e 229
6.18. NeisreiSkiami elementariosiomis funkcijomis
INEEEIANAT .o 230
6.19. SavarankisSko darbo uZduotys..........ccccceveeviriinenncnnns 232
7. Apibréztinis iINte@ralas..........ccccvevvieerieeiiieniieiieeie e 234
7.1. Apibréztinio integralo savoka .........cccecveeeeveeniieennneennne. 234
7.2. Apibréztinio integralo savybeés.........cceveeriiinieniieieenne 237
7.3. Niutono ir Leibnico formulé ...........cccocvevieiiiiininncnnn, 242
7.4. Integravimo metodal .........ceeevveeerieeerieeeieeeiee e 246
8. Netiesioginiai integralai ..........coocueevieeriiinieniieieeie e 250
8.1. Begaliniy réZiyg atvejis ....cccocveeveeerieeieenieeieeieeeeeeneenn 250
8.2. Konvergavimo pozymial .........c.cceeeeeerveeerveessrveennnnnnn 253
8.3. Trukiyju funkecijy atvejis ....cceeveeeveeeiiienieniieeeeeeee, 257



vi TURINYS
9.  Apytikslis integraly skaiciavimas ............ccceevveeereerierveenneenns 260
9.1. Trapeciju formulé .........cccvveviiieriieeiie e 260
9.2. Paraboliy formulé ..............coeeiiiiiiiiiie e, 262
10.  Apibréztinio integralo taikymai ..........cccoeevveviienciienienieennens 265
10.1. Figliros plotas . ...cceeevveeeiieeeieeeeeeeee e 265
10.2. Kreives 1118 .ooovieiiieiiieiieeiieieeieeee e 267
10.3. SUKINIO tIIS .eeeuverieeriieieeiesieeieeie e 270
10.4. Kiti taikymal ....ccceeeeieeeiiieeiieecee e 271
10.5. Integraly taikymas ekonomikoje .......c.cccceverieneennene 272
10.6. SavarankiSko darbo uzduotys...........cccceevveeiiennrennnnne. 274
3.  Matematiniai paketai Maple ir Maxima .........................c......... 275
1. Paketas Maple .............cccooveeeoueieciieeiieeiieeeie e 275
1.1. Pagrindinés komandos...........cceceeveeriiiinieniienieeeene 276
1.2. Matematinés analizés uzdaviniy sprendimas .............. 278
2. Paketas Maxima ..............cccccoocovviiniiiiiiiiiiiniiniieneeee 281
2.1. Pagrindinés komandos ...........ccocceeriieiiiniiinnienieee 281
2.2. Matematinés analizés uzdaviniy sprendimas............... 282
3. Tiesinés algebros uzdaviniy sprendimas

matematiniais PaKEtaiS ........cceeevveeeiieeeiiieeeieeeeieeeereeeeeee s 290
3.1. Veiksmai SU MAtriCOMIS ...cc.eevverererreerienienieeieneenieennens 290

3.2. Tiesiniy lygc€iy sistemy sprendimas matematiniais
PAKETAIS ..ot e 295
UZduo€iy atsakymai .............cooooiiiiiiiiiiiicee e 309
LAteratlira ........c..oooiiiiiiiii e 315
ROAYKIE ..o 317



[vadas

Universitety studentams déstomuy matematikos dalyky turinys priklauso
nuo studijy krypties ir daznai turi specifiniy ypatumy. Taciau visais atvejais
déstomos algebros ir matematinés analizés pagrindinés temos, sudarancios
visy kity matematiniy discipliny pamatus. Sias temas sujungiantys matema-
tikos vadovéliai turi skirtingus pavadinimus — aukstoji matematika, tiesiné
algebra ir analiziné geometrija, matematiné analizé, diferencialinis ir inte-
gralinis skaiciavimas, algebra ir analizé, ir kt. Nepaisant Siy pavadinimy
gausos, vadovéliy turinys labai panasus ir iS esmés susiformavo jau pries
pora Simtmeciy. Kita vertus, matematikos vadovéliai skiriasi déstymo sti-
liumi, pateikiamy pavyzdziy bei sprendziamy uzdaviniy sunkumu, aiskinimo
iSsamumu arba atvirkséiai — trumpu, scheminiu aiskinimu.

Pastaraisiais desimtmeciais matematiniy teksty autoriai gali daug lais-
viau naudoti matematines formules, o dar pries du tris deSimtmecius iSleis-
tuose vadovéliuose paprastai pateikiama gerokai maziau formuliy ir daugiau
ilgy zodiniy aiskinimy, dél to kartais jie maziau patrauklus studentams, negu
siuolaikiniai vadovéliai.

Kitas pastaryjy desimtmeciy matematikos déstymo ypatumas — kompiu-
teriniy sistemy, sprendzianciy visus aukstosios matematikos uzdavinius ne
tik skaitiniais metodais, bet ir tiksliai simboliniu pavidalu, plétra. Tokios
kompiuterinés algebros sistemos (Maple, MatLab, Mazima ir kt.) yra gana
cinis mokymas atlikti gremézdiskus pertvarkymus, pavyzdziui, integruojant
sudétingus reiskinius. Tokiems veiksmams teisingai atlikti butini labai stip-
rus jgudziai, atsirandantys ilga laika sprendziant daug uzdaviniy, o verté
$iy jgudziy sumenkéjo, nes kompiuterinés programos daro tai nepalyginti
grei¢iau ir patikimiau uz Zzmogy. Tai sudaro prielaidas daugiau démesio
skirti kurybiskiems matematikos studijy aspektams, sutrumpinti rutininiam
darbui skiriama laika, nagrinéti taikomuosius uzdavinius. Suprantama, kad



tam reikia spresti netrivialias didaktikos problemas ir Siuo metu sukaup-
ta universitety déstytoju patirtis gana kukli. Siulomo skaitytojui vadovélio
autoriai bando siuolaikines informacines technologijas panaudoti, kaip pa-
pildomas mokymosi galimybes, pavyzdziui, leidzianc¢ias studentui efektyviai
atlikti savarankiskus darbus kompiuteriu tikrinant, ar teisingai jis sprendzia
uzdavinius.

Vadovélio autoriai stengési atsizvelgti j ¢ia minétas matematikos désty-
mo tendencijas ir problemas, taip pat ir j tam tikra specifika, déstant ma-
tematika ekonomikos, vadybos ir kity socialiniy moksly studentams. Jiems
matematikos déstoma maziau, palyginti su inzinerinémis specialybémis, kar-
tais tik vieng semestra, per kurj reikia ne tik iSdéstyti privalomus aukstosios
matematikos pagrindus, bet ir supazindinti studentus su matematikos taiky-
mu socialiniy moksly srityse. Vadovélyje iSdéstyti visi pagrindiniai tiesinés
algebros ir matematinés analizés skyriai, taip pat nagrinéjamas matematikos
taikymas ekonomikos ir socialiniy moksly dalykams: elastingumas, gamybi-
nés funkcijos, matematinio programavimo pradmenys ir kt. Teoriniy klau-
simy deéstymas gausiai iliustruojamas issamiai nagrinéjamais pavyzdziais,
pateikta uzdaviniy studijy praktiniams uzsiémimams ir savarankisko dar-
bo uzduociy. Kiekvieno skyriaus pabaigoje yra testai zinioms pasitikrinti.
Skaitytojui pravers issami dalykiné rodyklé.

Vadovélis skirtas MRU ekonomikos studijy programy studentams, taciau
autoriai tikisi, kad bus naudingas jvairioms socialiniy moksly programoms
mokytis.

Autoriai



1 skyrius

Tiesiné algebra

1. Matricos ir determinantai

Raktiniai Zodzai: Matricos savoka, savybés. Veiksmai su matricomis. Determi-
nantas ir jo savybés. Atvirkstiné matrica. Ekonominés sistemos balanso lygtis.
Literatura: [Apy01] 129-164 p.; [Pek05] 11-33 p.; [Rum76] X skyrius, 128-140 p.;
[Bud08] 183-250 p.

1.1. Matricos sgvoka

Su matricomis susiduriame kiekviena diena ir daug mety, kol pradedame jas
suvokti ir taikyti darbe.

Sudétis Kiekis
Cukrus 125 g
Kiausiniai 5 vnt.
Miltai 125 g
Druska 1 arbat. §.

2015 m. vasaris
P |[A |T |[K |Pn]S

2 3 4 5 6 7
9 10 |11 |12 |13 | 14 | 15
16 |17 |18 |19 | 20 | 21 | 22
23 |24 |25 |26 |27 |28
Matrica yra is eilu¢iy ir stulpeliy sudaryta lentelé, kurios elementai yra
skaiciai. Dabar uzrasysime pateikta informacija matricos pavidalu:

3



1 SKYRIUS. TIESINE ALGEBRA

Duona 1 kepalas
Pomidorai 5 vnt.
Sultys 2 pak.

Pirkiniy sarasas
Kiausiniai 10 vnt.

Zuvis 1 kg

Studentai Déstytojai
Fakultetas 100 50
Universitetas| 1000 350

Matrica apskliaudziama lenktais arba lauztiniais skliausteliais. Uzrasykime
pirkiniy sarasa ir antraja lentele matricos pavidalu:

Kiekis
10

Ny OX
— N Ot =

H»—kl\’)tﬂr—t

1000 350

/\/—\/ﬁ

) |

10
S D 1
ir F ‘ 100 50 arba 5 r( 1100000 35500
U 1000 350 2
1

turime 5 eilutes ir viena stulpelj ir sakome, kad tai
yra 5 X 1 matrica arba vektorius stulpelis.

turime 2 eilutes ir 2 stulpelius ir sakome, kad tai yra
2 x 2 kvadratiné matrica.

turime vieng eilute ir 3 stulpelius ir sakome, kad tai
yra 1 x 3 matrica arba vektorius eiluté.

e m X n matrica turi m eiluciy ir n stulpeliy.

e m X n nusako matricos eile.

1.1.1 pavyzdys. Lina parduotuvéje nusipirko 2 duonos kepalus po 1 Eur, 2
litrus pieno po 0,63 Eur ir sviesto uz 1,15 Eur. Sudarysime pirkiniy ir kainy

matricas.

Pirkiniy matrica ( 2

1
2 1 ) Kainy matrica | 0,63
1,15



1. MATRICOS IR DETERMINANTAI

-\@'-Svarbu

Kai Lina nuéjo i kita parduotuve, kainos uz tuos pacius produktus
buvo: duona — 0,87 Eur, pienas — 0,6 Eur, o sviestas — 1,10 Eur.
Tuomet kainy matrica atrodys taip:

1 0,87 + duona
0,63 0,60 < pienas
1,15 1,10 < sviestas

1pard. 2pard.

Is skaic¢iy sudaryta staciakampé lentelé

ail ai12 e A1n

asy aso N )
A= "

Aml Am2 ... Qmn

vadinama m X n matmeny matrica arba tiesiog matrica. Lenteléje
surasyti skaiciai vadinami matricos elementais a;;, indeksai i ir j
reiskia eilutés numerj () ir stulpelio numerj (j).

Kai matricos A eiluciy skai¢ius m lygus stulpeliy skaic¢iui n (t. y. m = n),
tai tokia matrica vadinama n-tosios eilés kvadratine matrica. Tokiu
atveju turime

a1l a2 ... Qinp
a a e a
A= 21 022 2n
apl an2 ... Gnpp
Elementai a1, a9, ..., an, sudaro matricos pagrindine jstrizaine, o
elementai a1,, ao,_1, ..., an1 sudaro matricos Salutine jstrizaine.

Kvadratiné matrica, kurios visi pagrindinés jstrizainés elementai lygus
vienetui, o kiti — lygiis nuliui, vadinama vienetine matrica ir Zymima




6 1 SKYRIUS. TIESINE ALGEBRA

raide F, t. y.
1 0 0
P 1 0
0 0 1

Matrica, kurios visi elementai lygts nuliui, vadinama nuline matrica
ir zymima raide O:

0 0 0
O — 0 0 0
0 0 0

Matrica, gauta i matricos A, sukeitus jos eilutes ir stulpelius vietomis,
vadinama transponuotaja matrica ir Zymima A7 .

2 1

Pavyzdziui, jei A= | =3 0 |, tai AT = 2 =34 .
1 5 1 0 5

1.2. Veiksmai su matricomis
Nagrinésime tokius veiksmus su matricomis:
e matricos daugyba is skaiciaus,
o matricy sudétis,
e matricy atimtis,

e matricy daugyba.



1. MATRICOS IR DETERMINANTAI 7

Matricos daugyba iS skaiciaus. Matrica A dauginant i$ skaiciaus A,
kiekvienas jos elementas yra padauginamas is to skaiciaus, t. y.

)\'Cbll )\'012 )\-aln
N A= )\-a21 /\-a22 )\'azn
)\-aml )\'amz )\-amn

A-A

Pavyzdziui, jei turime A =
3-(=3) 3-1
)

[
i
(g 3-0  3-
(nh)

Matricy sudétis ir atimtis. Sudedant (atimant) matricas, yra sude-
dami (atimami) ju atitinkami elementai. Sudéti ir atimti galime tik
tokias matricas, kurios turi vienodus matmenis (t. y. vienoda skai-
¢iy eiluciy ir vienoda skaiciy stulpeliu). Vienodus matmenis (su tais
paciais indeksais) turinc¢ios matricos vadinamos vienarusémis.

PR

Pavyzdziui, pateiktos tokios matricos:

13 2\. . (26 -4
A‘( 40—5)1”3_(32—1)'

Matricos A ir B yra vienarusés, nes jy matmenys yra vienodi, t. y. matrica
A turi dvi eilutes ir tris stulpelius bei matrica B turi dvi eilutes ir tris
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stulpelius. Taigi sias matricas galime sudéti ir atimti:

13 2 9 6 —4
A+B_< 40 -5 >+<3 2—1)

142 346 2+ (-4
443 0+2 —5+(-1)

—1-2 3-6 2—(—4)
4-3 0-2 —5—(-1)

(
(
(05 ) (50 )
(
(

[ -3 =3 6
- 1 -2 —4 -
. . -1 3 2 . 2 6 .
Beje, matricos A = ( 40 —5 ) ir B= ( 3 9 ) negali buti sudeda-

mos (atimamos), nes ju matmenys skirtingi, t. y. matrica A turi 3 stulpelius
ir 2 eilutes, o matrica B turi 2 stulpelius ir 2 eilutes.

N

Pastebékime, kad A — B = A+ (—1) - B. Tai reiskia, kad atimties
veiksmo atskirai galima ir neapibrézti, nes pakanka matricy sudéties
ir matricos daugybos i skaic¢iaus veiksmy (operaciju).

1.2.1 pavyzdys. Atlikite veiksmus:

1 2 10
a)4'<3 5)‘3' (2 5)'

Sprendimas rendlma
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[ 4-3 8-0 ) (18
“\12-6 20-15 ) {6 5 )"

1 8
Atsakymas. <6 5 )

2\ (145 0+2 \ (6 2
4 )\ -1+3 4+(=4) ) \2 0 )
.6 2.2\ (12 4

2 2.0) \ 4 0)

12 4
Atsakymas. ( 40 >

-\@'-Svarbu
Pastebékime, kad o - (A+ B) = a- A+ « - B. Matematikoje $i savy-
bé vadinama distributyvumu. Matricoms taip pat galioja sudéties
komutatyvumo A + B = B + A ir asociatyvumo A + (B +C) =
(A+ B) + C savybeés.

1.2.2 pavyzdys. Apskaic¢iuokite A = 2B 4 3C' — D, kai:

1 2 =2 -1 2 0 -1 9 -4
B=]| -2 0 1 ,C = 2 -1 2 , D= 1 -3 7
0 —4 5 0 2 -1 o -3 7
Sprendimas
1 2 =2
2B=2 . -2 0 1
0 —4 5
2.1 2.2 2-(-2) 2 4 -4
= 2-(-2) 2-0 2-1 = -4 0 2 1,
2-0 2-(—4) 2-5 0 -8 10
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-1 2 0
3C =3 - 2 -1 2
0 2 -1
3. (=1) 3.2 3-0 -3 6 0
= 3.2 3-(=1) 3.2 = 6 -3 6
3-0 3.2 3-(-1) 0 6 -3
2 4 -4 -3 6 0
2B+3C=| -4 0 2 + 6 -3 6
0 -8 10 0 6 -3
24+ (-3) 4+6 (—4)+0
=1 (-4)+6 0+ (-3) 2+6
0+0 (—8)+6 10 + (-3)
-1 10 —4
=1 2 -3 8 |,
0o -2 7
-1 10 —4 -1 9 -4
2B+3C —D = 2 -3 8 — 1 -3 7
0o -2 7 0 -3 7
—1-(-1) 10-9 —4—(-4)
- 2-1 —3-(-3) 8-7
0-0 —2—(=3) 7-7
010
=110 1
010
010
Atsakymas. 1 01
010
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Sprendimas

1 -2 -5
B=12 3 -4 |,
5 4 0
1 2 5 1 -2 -5
B+BT=| -2 34|+ 2 3 —4
5 —4 0 5 40
141 24(=2) 5+ (=5) 20 0
—| —242 343 4+(-4) |=|o06 0|,
545 —444 040 00 0
20 0\ 2 0 0
(B+BT)=060 —1o06 0|.
00 0 00 0

1.3. Matricy daugyba

Kad galétume sudauginti dvi matricas A ir B, jos turi buti suderintos.

Matrica A vadinama suderinta su matrica B, kai matricos A stulpeliy
skaicius lygus matricos B eiluciy skaiciui.

Kitaip tariant, dauginti galima matricas A = [|ajl|,,,, it B = [|bij]l,, -

'@"Svarbu
Pastebékime: is to, kad matrica A suderinta su matrica B, neisplaukia,
kad matrica B suderinta su matrica A.

Pavyzdziui, turime tokias matricas:

)5~

D =
co Ot
S N
S O N
w = O
— -3
I TN
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Matrica A suderinta su matrica B, nes matricos A stulpeliy skai¢ius (trys
stulpeliai) lygus matricos B eiluc¢iy skaiciui (trys eilutés). Taciau matrica B
néra suderinta su matrica A, nes matricos B stulpeliy yra keturi, o matricos
A eiluciy yra dvi.

Matricy daugyba iliustruoja tokia schema:

b b, b
—)_]/"‘-/ 1f cee 1p
=l tb,| .. b

nl s nj "o np

1.3.1 pav.

Matricos A - B elementas, esantis i-toje eilutéje ir j-ajame stulpelyje,
randamas sudauginus matricos A i-tosios eilutés bei matricos B j-ojo
stulpelio elementus ir sudéjus Sias sandaugas:

ail-b1j+ai2'b2j+...+am-bnj.

Pavyzdziui, turime tokias dvi matricas:

ail a2 a3 bii b2
A= a1 a2 ax |, B=| ba b
as1 azz as3 bs1 D32

Matrica A yra suderinta su matrica B. Tuomet

a1 a2 a3 b1 b2
A-B=| a2 a2 a3 |-| ba b2
az1 azz as3 b3 b32

a1 - b1 + a1z - ba1 + a1z - bay a1 - bz + a2 - bag + a13 - baa

= | ag1 b1+ ax by + azs-bs; a21 - bz + aga - bao + ag3 - bso

ag1 - bi1 + a3z - ba1 + aszz - by agi - bia + asz - bag + as3 - baa



1. MATRICOS IR DETERMINANTAI 13

Matricos A - B eiluciy skaiCius sutaps su matricos A eiluciy skai¢iumi, o

stulpeliy — su matricos B stulpeliy skai¢iumi.

Pastebékime, kad matrica B néra suderinta su matrica A, nes matricos B

stulpeliy yra du, o matricos A eilu¢iy — trys. Todél sandauga B - A =
bin b2 ail a2 13

bor  boa | | ao1 ase ass yra negalima. Kitaip tariant, matrica
b31 b3z a3y asz2 ass
B - A neegzistuoja.
1 3 2 1 3
Pavyzdziui, sudauginsime matricas A = rB=1| 4 2
(132 )

Pirmiausia nustatome, ar sandauga A-B galima, t. y. ar matricos A ir B yra
suderintos. Matricos A stulpeliy skai¢ius (3 stulpeliai) sutampa su matricos
B eiluciy skai¢iumi (3 eilutés). Vadinasi, sandauga A - B yra galima:

1 3
an=( 40
5 6

1-1+3-442-5  1:3+3-24+2-6
(—1)-1+0-44+4-5 (=1)-3+0-2+4-6

(23 21
“\19 21 )

1.3.1 pavyzdys. Apskaic¢iuokime matricy A ir B sandaugas AB ir BA, kai:

2
a) A= 0
-1

S = W

5
2 |,B=
1

=
_ = O

1
1
0
Sprendimas

Kadangi matricos A ir B yra suderintos (matricos A stulpeliy skai¢ius su-

tampa su matricos B eiluciy skaic¢iumi), jas galima sudauginti. Gautosios
matricos matmenys bus [3x3].

A-B
2:-1+3-0+5-1 2.0+3-1+5-1 2-143-145-0
= 0-1+1-0+2-1 0-0+1-1+2-1 0-1+1-1+2-0
-1-1+0-0+1-1 -1-0+0-14+1-1 -1-1+0-14+1-0
78 5
=] 2 3 1
01 -1
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Kadangi matricos B ir A tai pat yra suderintos (matricos B stulpeliy skaicius
sutampa su matricos A eiluciy skaic¢iumi), jas galima sudauginti. Gautosios
matricos matmenys bus [3x3].

B-A

1-240-041-(=1) 1-340-1+1-0 1-54+0-2+1-1
=|0-241-041-(=1) 0-3+1-141-0 0-54+1-2+1-1
1-2+1-04+0-(—=1) 1-3+1-140-0 1-5+1-2+40-1

1 3 6
= -1 1 3
2 47
78 5 1 3 6
Atsakymas. A-B=| 2 3 1 |[,B-A=| -1 1 3
01 -1 2 47
4 5
byA=| 2 0 |,B=AT.
01

Sprendimas
4
5

4 5 5
A=1]12 0 ,B:AT:< 0
0 1

0
1 .
Kadangi matricos A ir B yra suderintos (matricos A stulpeliy skai¢ius su-

tampa su matricos B eiluc¢iy skai¢iumi), jas galima sudauginti. Gautosios
matricos matmenys bus [3x3].

4-445-5 4-2+5-0 4-0+5-1 41 8 5
A-B=1| 2-440-5 2-240-0 2-0+0-1 | = 8§ 4 0
0-4+1-5 0-2+1-0 0-0+1-1 5 01

Kadangi matricos B ir A yra suderintos (matricos B stulpeliy skai¢ius su-

tampa su matricos A eiluc¢iy skai¢iumi), jas galima sudauginti. Gautosios

matricos matmenys bus [2x2].

BoA_ ( 4-442-240-0 4-54+2-040-1 > _ ( 20 20 )
5-440-241-0 5-54+0-0+1-1 20 26

S
—

Atsakymas. A-B =

(G209
S =
_ O ot

20 20
’B'A_<2o 26)'
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-\@'-Svarbu

Pastebékime, kad A - B # B - A. Tai reigkia, kad bendruoju atveju
matricy daugyba néra komutatyvi operacija. Tai esminis skirtumas
palyginti su skai¢iy daugyba, kuriai visada galioja A- B = B - A.

1.1 testas
“1 o0\"
716 | =
-15 18
1 —15
-1 -1
®<01g 1g>;@ [
0 18
—15 -1
of 0 1) e(wm )
18 0
u c
1 0 1
dp’<010>_
q a
cC U ¢ u ¢ u
Dl p dpl|l; @ dop d];
a q a qg a gq
u Cc u u a u
@| g d gl @ q c q
a q a U q a

. [ -9 -8 (-1 4
Tarkune,kadG-( 0 6 >,D—< 3 _7).
Apskaiciuokite 5G + 2D.

47 —24 ) —47 —32

Dl ¢ 16 ) @ 6 16 )

—47 6 -30 —32
) 18 16)’ 9 6 16
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Apskaicinokite €' =5G - {1 _31>+2D- ( P )
o(7 ) o)
o( % w) o5 %)

det C' =

@D —1502; @ —2154; @ 424; @ 1680; () 2622; @© 1056 .

1.4. Determinantas

Antrosios ir trecdiosios eilés determinantai

Determinantas — tai skaitiné reiksSmeé, kuri pagal tam tikras taisykles
priskiriama kvadratinei matricai. Determinantus zymésime D, |A|, A

arba det A.

Determinantai skai¢iuojami pagal tam tikras taisykles.

Antrosios eilés determinantas lygus pagrindinés ir Salutinés jstrizainiy
elementy sandaugy skirtumui:

ail  ai2
a1 a2

= @11 - a2 — G12 - az1.

Pavyzdziui,
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Treciosios eilés determinantas skai¢iuojamas pagal trikampiy taisykle:

a1l a2 a3

ag1 @22 G23 | = @11 * G22 - G33 + @12 - G23 - G31 + A21 - G32 * G13
azr asz2 as3

— @13 - a2 - a3;r —ai2-azx - a3z —agzz - as2 - aii-

Si taisyklé lengviau jsimenama grafine forma:

O 0 O 0]
(0] (0] ol=|0
O 0O O O O
0O O
—| O
(0
Pavyzdziui,
1 21
~1 3 0|=1-3-24+20-4+(-1)-0-1—1-3-4-2-(=1)-2-1-0-0
4 0 2

=6+04+0-124+4-0=-2.

Isbrauke determinanto i-taja eilute ir j-aji stulpelj, kuriy susikirtime
yra elementas a;j, gausime determinanta, kuris vadinamas elemento a;;
minoru ir Zymimas M; ;.

Pavyzdziui,

ailr a2 ais
. a2 a13
determinanto | ao; a99

azz a33

as3 | elemento as; minoras Mo =
aszr as2 as3
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ailr as
azyr ass

elemento agy minoras Moy =

Determinanto elemento a;; adjunktu vadinamas jo minoras M;;, pa-
daugintas i§ daugiklio (—1)"*7 ir zymimas A;j, t. y.

Aij = (1" My,

Pavyzdziui,
Aoy = (=1)*"" - Moy = — My,

Agy = (=1)*"2 . Moy = Mys.

Pagrindinés determinanto savybés:

Determinantas nesikeicia, jeigu jo eilutes sukei¢iame su stulpeliais, t. y.
Al = ‘AT‘.

1 -2 6 10 5
Pavyzdziui, | 0 3 8 |=| -2 3 —4
5 —4 1 6 8 1

Jeigu determinantas turi nuline eilute (stulpelj), tai jis lygus nuliui.

[\)

o
—_ o o
Il
o

1
Pavyzdziui, | 0
5

W

Sukeitus dvi bet kurias determinanto eilutes (stulpelius) vietomis, de-
terminanto zenklas pasikeicia.

[\]

1 6
PavyzdzZiui, | 0 3 8 |=—|1 -2 6
5 1

B
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Jeigu determinantas turi dvi lygias eilutes (stulpelius), tai jis lygus nu-
liui.

1 -2 6
Pavyzdziui, | 1 -2 6 | =0.
5 —4 1

Jeigu determinanto eilutés (stulpeliai) yra proporcingos, tai toks deter-
minantas lygus nuliui.

-4 8 -4
Pavyzdziug, 1 -2 6 | = 0. Cia proporcingos pirmoji ir antroji de-
5 —4 1

terminanto eilutés (t. y. pirmaja eilute padaling i (—4), gauname tokius
pacius elementus kaip ir antrojoje eilutéje).

Jeigu kurios nors determinanto eilutés (stulpelio) elementai turi bendra
daugiklj, tai ji galima iskelti pries determinanto Zenkla.

2 —4 12 1 -2 6
Pavyzdziui, | 0 3 8 | =2-]{0 3 8| Cia iskéleme daugiklj 2 i3
5 —4 1 5 —4 1

pirmosios eilutes.

Jeigu prie vienos determinanto eilutés (stulpelio) elementy pridésime
kitos eilutés (stulpelio) elementus, padaugintus i$ bet kurio (to paties)
skaiciaus, determinanto reiksmeé nepakis.

1 -2 6 1 -2 6
Pavyzdziui, | 0 3 8 |=|0 3 8 |. Cia pirmaja eilute padaugino-
5 —4 1 3 0 -11

me i§ (—2) ir pridéjome prie treciosios eilutés.

Determinantas lygus bet kurios eilutés (stulpelio) elementy ir juos ati-
tinkanciy adjunkty sandaugy sumai. Si formulé vadinama determinanto
skleidiniu eilutés (stulpelio) elementais (Si taisyklé yra vienas iS budy
apskaiCiuoti aukstesneés eilés negu trecioji determinantams).
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Pavyzdziui,

ail a2 a3
as1 az azs | =ai1din + a2liz + a13413 = a1 A + ax Ao + axzAss
az;r asz2 ass

= a31A431 + a32A432 + a33A33 = a11 A + a1 Ao + azi Az

= ajpAi2 + a A + a3 A3y = a13A13 + a3 Asz + azzAss.

Bendruoju atveju
n n
detA = Z aiinj = Z aiinj
i=1 j=1

esant visiems ¢ = 1,2,...,nir j = 1,2,...,n. Pastebékime, i$ karto, kad,
n n

kaii # k, tai ) a;jAp; = 0, 1ir Y a;;A; = 0, kai j # k, t. y. bet kurios
=1 i=1

eilutés (stulpelio) elementy, padauginty is kitos eilutés (stulpelio) adjunkty,

suma lygi nuliui.

1.4.1 pavyzdys. Apskaic¢iuokime determinantus:

1 4
2 3
a)68.

Sprendimas

14 1 4
2 3| =2.8—--.6=4—8=—
6 R 5 8 3 6=4-38 4
Atsakymas. — 4.
0o 2 1
b)| -2 -4 -1
2 -1 2

Sprendimas
Sprendziame pagal trikampiy taisykle:

0 2 1
—2 4 —1|=0-(=4)-2+42-(=1)-24+(=2)-(=1)-1
2 -1 2

—(-4)-1-2-2-(-2)-2—(-1)- (-1)-0 = 14.

Atsakymas. 14.
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5 6
c) 2 1
-1 1

N O =

Sprendimas
Sprendziame pagal trikampiy taisykle:

1 5 6
0 2 1 :1'A11+5A12+6A13
2 -1 1

=1- ()" My +5- (D) My 46 (=) My
2 1 0 1 0 2

_‘—1 172 1| TO ]

=34+10—24=—11

Atsakymas. —11.

Ketvirtosios eilés determinantas

Ketvirtosios eilés determinantas apskaic¢iuojamas, skleidziant ji bet ku-
riuo stulpeliu arba bet kuria eilute, t. y. determinantas lygus bet kurios
eilutés (stulpelio) elementy ir juos atitinkanciy adjunkty sandaugy su-
mai.

Skleidimas eilutémis:

@11 a2 a3 a4
G21 Q22 Aa23 0G24
a31 a32 az3z a34
G41 Q42 Q43 Q44

=ay1 - A1l +ag - Ag +aiz- Az +ayy - Ay =

= a9y - Ag1 + agg - Ago + ags - Aoz + agyg - Aoy
=a31 - Az1 + a3y - Azp +azz - Azz +azs - Az
=ayy - Ag1 +ag - Ago + ays - Ay + agq - Ayg.
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Skleidimas stulpeliais:

aip a2 a3 a4
a1 Q22 az3 Qa24
asyr az2 asz as4
a4q1 Q42 Q43 Q44

=aq1 - A1 +agr - Ao +agy - Agr +aqr - A

=ay2- A1+ ag - Ao +age - Aza + aq2 - Ago
= a13 - A13 + a3 - Aoz + azz - A3z + asz - As3
=a14 - A1a + aga - Aoa + azs - Aza + asq - Asa.

1.4.2 pavyzdys. Apskaic¢iuokime 4-osios eilés determinantus:
0
a)

Tt O N
—= O =N
O N~ =

3
4
0

Sprendimas
Duotajj determinantg skleisime 4-aja eilute, nes joje yra du nuliniai elemen-

tai ir tokiu atveju bus maziau skaié¢iavimo nei skleidziant, pavyzdziui, 1-aja
eilute.
Siuo atveju formulé atrodys taip:

det A = ag1 A1 + asoAaz + as3A43 + ag4Aus.

Tuomet nagrinéjamu atveju turésime

1 2 70
21 1 3
00 2 4 =5-An+1-Ap+0-A3+0- Ay
5 1 0 0
=5 (=" My +1-(=D* . My,
= —5 My + My
2 70 1 70
=-5-{1 1 3|+]2 1 3
0 2 4 0 2 4
— —5-(—=32) + (—58) = 102.

Taigi apskaiciavome duotajj determinanta, skleisdami jj ketvirtaja eilute.

Atsakymas. 102.
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',
™

Taikydami determinanty savybes, nagrinéjama determinanta pakei-
¢iame taip, kad visi kurios nors eilutés (stulpelio) elementai, iSskyrus
viena, buty lygus nuliui.

3 -8 2 4

7T 5 1 =2

b) 4 3 6 4
-2 1 2 9

Sprendimas
Pasirenkame antraja eilute (ja patogu imti, nes joje treciasis elementas yra

vienetas) ir Sios eilutés elementus, nuosekliai padauging is (—2), (—6) ir
(—2), pridékime atitinkamai prie pirmosios, treciosios ir ketvirtosios eiluciy.
Virs vieneto ir po juo gausime nulius ir gauta determinanta, skleisdami tre-
¢iuoju stulpeliu, turésime:

3 -8 2 4 3-2.7 —8-2.5 2-2.1 4—(-2)-2
705 1 -2 7 5 1 —2
4 36 4| | 4-6-7 3-6-5 6-6-1 4—6-(-2)
-2 1 2 9 -2-2.-7 1-2-5 2-2-1 9-2-(-2)
—-11 —-18 0 8
7 5 1 =2
| =38 —27 0 16
-16 -9 0 13
=0-Aiz3+1-A3+0-A33+0- Agz = Ap3
~11 -18 8
= (—1)*" Moz =— | =38 —27 16
~16 -9 13
= — (- 2727) = 2727
Atsakymas. 2727.
-9 7 -6 —4
0) 5 —8 9 -5
4 2 3 8
-7 6 -2 -3

Sprendimas
Jeigu determinante néra né vieno elemento, lygaus vienetui, tai, pasinaudo-
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dami determinanty savybémis, kurj nors determinanto elementa pakeic¢iame
vienetu. Tai leidzia iSvengti veiksmy su trupmenomis!

Duotajame determinante treciaja eilute pridédami prie ketvirtosios, elemen-
ta a43 = —2 pakeic¢iame vienetu:

-9 7 -6 —4 -9 7 -6 —4
5 =8 9 -5 5 =8 9 -5
4 2 3 8| | 4 2 3 8

-7 6 -2 -3 -3 8 1 5

Dabar, pasinaudoje ketvirtojoje eilutéje esanciu vienetu, treciajame stulpe-
lyje virs vieneto esancius elementus pakeisime nuliais (analogiskai kaip b)
pavyzdyje). Tam tikslui ketvirtaja eilute padaugine i§ (—3), (—9) bei 6 ir
atitinkamai pridéje prie treciosios, antrosios ir pirmosios eiluéiy, gausime

-9 7 -6 -4 —27 55 0 26
5 -8 9 5| | 32 -8 0 =50
4 2 3 8| 13 =22 0 =7

-3 8 1 5 -3 8 1 5

Gautajj determinantg skleisdami treciuoju stulpeliu, suvedame j treciosios
eilés determinanta:

27 55 0 26
32 -8 0 =50
13 —929 0 7|~ %3 A1z +agz - Agg + azz - Azz + a3 - Ay
-3 8 1 5
:0'A13+0'A23+0'A33—|—1~A43
—27 55 26
—1- (=)™ Mz =—| 32 —80 —50
13 —-22 -7
Atsakymas. 114.
1.2 testas
d b|

S a

Dsd—ab; @da—sb; @sa—db; @Ddb—sa; O sb—da.
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1 3 —4
Apskaiciuokite | =3 5 5
3 -2 —6

D7 @9 A10; @8 B -2

® 14.

dvt —pz); @ p(td —vu) ;

@ plvu —td) ; @ d(uz — pt)

Matricos ( —40 —80 ) minoras Moy =

—-38 85

D40; @ -40; B8; @80;
®38; ® —80; M —-38; ® —85.

Matricos ( 35 o7 ) adjunktas As; =

—-20 -70

D35; @-3; @ -20; @57;
® —57; ©® 20; @ 70 ; ® —70 .

c ot g D cf —tx;

@ Matricos | v d b | adjunktas Aoz = % EZ : Zi’

v [y @ tx—cf .
0 —4 4 1
e 4 —4 1 —4
Apskaic¢iuokite 4 —9 1 9
1 1 -3 —4

D5 @-82 @7 @130; G 249; © 111.
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1 0 1 1 -2
-1 -2 -1 =2 3
Apskaiciuokite | —2 2 1 0 -2
0 0 -1 -1 0
0 1 -1 -3 -2
D -21;, @17, @19, @ -8 © -5 © —13.
1.5. Atvirkstiné matrica
n-tosios eilés kvadratiné matrica
all a2 QA1
A— a1 a2 a2n
apl Ap2 Ann

vadinama neissigimusiaja, kai det A # 0. Priesingu atveju, t. y. kai
det A = 0, ji vadinama iSsigimusigja.

Matrica A~! vadinama matricos A atvirkstine matrica, jei
AA ' = ATTA=E,

¢ia E yra n-tosios eilés vienetiné matrica.

-\@/—Svarbu
Kvadratiné matrica A turi atvirkstine A~! tik tada, kai det A # 0, t. y.
kai ji yra neiSsigimusioji.

Atvirkstine matricg galima rasti dviem budais:
1

et A
matrica (dar vadinama prijungtine matricai A);

1. pagal formule A=! = AT kur AT - transponuotoji adjunkty

2. Gauso! metodu.

!Carl Friedrich Gauss (1777-1855) — vokie¢iy matematikas, fizikas.
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I budas. Jei A yra n-tosios eilés matrica, tai jos atvirkstiné matrica apskai-
¢iuojama taip:

Ain Asr ... A

o b g 1 Az Asx ... Apo
det A det A ’

Aln A2n s Ann

¢ia A5, 1 =1,..,n, j =1,..,n, yra matricos A elementy a;; adjunktai, o
matrica

Apr A oo Ap
Aip Axp ... Ap
Aln A2n v Ann

yra transponuotoji adjunkty matrica (vadinama prijungtine). Reikia at-
kreipti démesj, kad pirmojoje jos eilutéje surasyti matricos A pirmojo stul-
pelio elementy adjunktai, antrojoje eilutéje — matricos A antrojo stulpelio
elementy adjunktai ir t. t.

1.5.1 pavyzdys. Raskime matricos A = ( A

1 2 e .
atvirkstine matrica.

Sprendimas
Pirmiausia apskai¢iuojame matricos determinanta

2

S| =t-6=-T#0,

1
detA—| 3

vadinasi, nagrinéjama matrica yra neissigimusioji ir ji turi atvirkstine mat-
rica. Siuo atveju formulé atrodo taip:

Al 1 A Az
det A\ Aip A |-

Dabar randame matricos adjunktus:

Ay = (=DM My = 1,
Ay = (1) My = -3,
Agy = (—1)*T . My = -2
Agy = (=1)*2. Myy = 1.
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Tuomet prijungtiné matrica atrodys taip:

(-1 =2
(1)

Gauname, kad

1 2
- 1 -1 -2 _ 7 7
7T
Patikriname, ar A- A~! = E:
1 2
7 7
Aat= (12
- _Z
1 n 6 2 2
T 7 T 7 10
3.3 6,1 0
7T T
Taigi atvirkstiné matrica apskaiciuota teisingai.
1 2
7 7
Atsakymas.
3 1
7
5 3 4
1.5.2 pavyzdys. Raskime matricos A = 2 1 1 | atvirksting matri-
-3 1 4

ca AL

Sprendimas
Pirmiausia apskai¢iuojame jos determinantg
5

detA=| 2

3
1 =20—-9+8+412-24-5=2+#0.
1

NG

-3
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Taigi matrica yra neiSsigimusioji ir ji turi atvirkstine matrica. Siuo atveju
formulé atrodo taip:

X 1 A Aa Az
T =———| Az Axn Asp
det A
¢ Az Az Asz
Randame matricos adjunktus:
1 1
— (— 1+1 . = — =
A =(-1) My 1 4 4—-1=3,
Ay = (~1)PH My = ‘ 0 ‘:— (12-4)=-s,
A= ()P My = |0 T =341,
142 2 1
Ap=(1)""Mep=—1 o, |=-8-(=3)=-1L
Ay = (-1 My =| % ‘ =20 (~12) = 32
Az = (-1 Mz = _23 1 =2—(—3) =5,
5 3
Agg = (—1)**2 - My = — 3 ’ =—(5-(-9)=-14
Asz = (—1)°"% Mg = g i’ =5-6=-1
Tuomet
1 Apn A Az 1 3 -8 -1
A_l — m A]_Q AQQ A32 - 5 —1]. 32 3
© Ars Ags  Ass 5 —14 -1
1 3 -8 -1
Atsakymas. A~ = 3 —11 32 3
5 —-14 -1
IT budas. Gauso metodas schematiskai atrodo taip:
(A|En) (En|A™),

elementarieji pertvarkymai
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Tarkim, det A # 0. Jei prie matricos A i$ desinés pusés prirasysime n-tosios
eilés vienetine matricg E,, t. y.

a1l a2 ... Qinp 1 0 0 0
as1 a9y ... Qa9 0 1 0 0
Apl An2 ... Gnp 0O 0 O 1

ir gauta matrica eiluciy elementariaisiais pertvarkymais pakeisime matrica

1 0 0 0 cl11 €12 ... Cin
0 1 0 0 C21 C22 ... Cop

0 0 0 1 Cnl Cp2

Cnn

Cci11 €12 ... Cin
. .. . Co1 C2 ... (2 . e Qv s
tai gautoji matrica " | bus matricos A atvirkstiné mat-
Cnl Cp2 ... Cpn

rica A~1L.

Elementariaisiais pertvarkymais laikomi tokie veiksmai:

1) matricos eilutés daugyba is skai¢iaus, nelygaus nuliui;

2) matricos eilutés, padaugintos i$ nelygaus nuliui skai¢iaus, pridéjimas
prie kitos matricos eiluteés;

3) dviejuy matricos eiluc¢iy sukeitimas vietomis.

1.5.1 pavyzdys. Raskite matricos

A=

— W
O =N
O O =

atvirkstine matrica A~! Gauso metodu:

Sprendimas

121 100\ (100 [001),
AE)=[310 [0o10]|X[310 010]2
100 |001 121 [ 100
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2)100 0013)100 0014)
~1 010 01—3~010 01 -3 |~
1 21 10 0 2 1 1 0 -1
4)100 0
~1 010 0
0 01 1

Cia buvo atlikti tokie veiksmai:

1) pirmoji ir trecioji eilutés sukeistos vietomis;

2) pirmoji eiluté padauginta i (—3) ir pridéta prie antrosios eiluteés;
3) pirmoji eiluté padauginta is (—1) ir pridéta prie treciosios eilutés;
4) antroji eiluté padauginta is (—2) ir pridéta prie treciosios eilutes.
Taigi gavome, kad

0 O 1
Alt=10 1 -3
1 -2 5
0 O 1
Atsakymas. A~! 0o 1 -3
1 -2 5
1 0 1
1.5.2 pavyzdys. Raskite matricos A =| —2 1 —4 | atvirkstine mat-
6 2 3
rica A~ Gauso metodu:
Sprendimas
1 0 1 1 0 0 ) 1 0 1 1 0 0 )
AE)=| 21 -4 o100 |2 o1 2 ]210]2
6 2 3 0 0 1 6 2 3 0 01
) 10 1 1 00 . 10 1 1 0 0 A
2 01 2| 210 |2 01 -2 o 10 |2
0 2 -3 -6 0 1 00 1 -10 -2 1
A 1 01 1 0 0 5 1 00 11 2 -1
A o010 | —18 =32 |2 01 ~18 -3 2
0 0 1 —-10 -2 1 0 01 —-10 -2 1
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= (B ‘A‘l) .

1) pirmoji eiluté padauginta i$ 2 ir pridéta prie antrosios eilutés;

2) pirmoji eiluté padauginta is (—6) ir pridéta prie treciosios eilutés;
3) antroji eiluté padauginta i§ (—2) ir pridéta prie treciosios eilutes;
4) trecioji eiluté padauginta is 2 ir pridéta prie antrosios;

5) trecioji eiluté padauginta is (—1) ir pridéta prie pirmosios.

Taigi gavome

11 2 -1
Al=1] -18 -3 2
—-10 -2 1
11 2 —1
Atsakymas. A~ =| —18 -3 2
—-10 -2 1
1.3 testas
b -1
— B . D B
Jei bd pw—l,tau(w d) =
b —-p\ . d p\ d w '\
d —w '\ d —p
ol 5 ) ey b )
2 2 1
Matricos A= | —2 =5 2 | determinantas yra lygus
-2 2 =2
D43; @42; @ -18; @18; O 17; ® —40.
Adjunktas As; = @O -12; @4; @ -1; @6.
Adjunktas Azs= @ —6; @5;: @ —4; @ —1.
Adjunktas Ayy = @ -9; @8; @ -2; @ —5.
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(6] Adjunktas A= @©-8; @8;: @ —14: @ —15.

7] a1=
ERR S Lo
1 1 4 . 4 1 1 _1
S U S O A U T A U B
2 3 3 9 9 3 8

| o | 00| ~1

1.6. Ekonominés sistemos balanso modelis

Tarkime, kad ekonomine sistema sudaro dvi ukio sakos ir kiekviena tukio
Saka gamina vienos rusies produkcija. Pirmosios rusies produkcijos viene-
tui pagaminti reikia sunaudoti a1 vienety (daliy, 0 < a;; < 1) tos pacios
sakos produkcijos ir ai1o — kitos Sakos produkcijos vienety. Antrosios ukio
sakos produkcijos vienetui pagaminti atitinkamai sunaudojama ao; — pirmo-
sios (kitos) ir ags — antrosios (tos pacios) produkcijos vienetu. PavyzdZiui,
vienam automobiliui pagaminti reikia panaudoti tam tikra energijos kiekj,

o energetikos sakoje taip pat reikalingi automobiliai.

Skaiciai a;; vadinami technologiniais koeficientais,

aj; aig ... Qain

asr a2 ... Qa2 . o s .
A= " | — sistemos technologiné matrica,

an1 A2n ... QApp

x; - j-osios ukio sakos gamyba.

Pazymékime:
s1(x1,x2) = a1121 + ajawe — pirmosios ukio Sakos gamybos sanaudos;
so(x1,x2) = agx1 + azwe — antrosios ukio sakos gamybos sanaudos.

Turi buti:
x1 > s1(x1,x2), x> s1(w1,2z2) arba X > AX.
Tarkime, kad C = (c1,ca,...,c,)T — paklausos vektorius.
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Ekonominés sistemos balanso lygtis

(E-A)X=C,
kai A = ||a;]|,,.,, — technologiné matrica, I/ — vienetiné matrica (n-tosios
eiles), X = (z1, 9, ... ,xn)T — gamybos planas.
Gamybos planas X = (x1,x2, ... ,xn)T vadinamas subalansuotu (opti-

maliu), kai galioja pasiulos ir paklausos balanso salyga

X - AX =C,
X >0.
Rasome X = (x1,x2,...,2,) > 0, kai visi 2; > 0.

Jei galima rasti subalansuota plang X, tai ekonominé sistema vadinama
produktyvia.

Teorema. Ekonominé sistema yra produktyvi tada ir tik tada, kai
S=(E-A)7"'>0,

t. y. visi Sios matricos elementai yra neneigiami.
Matrica S yra vadinama pilnyjy sgnaudy matrica.

UZdavinio sprendimo algoritmas:

1. Randame vienetinés ir technologinés matricy skirtuma F — A.
2. Randame gautosios matricos atvirkstine matricg (E — A) .

3. Jeigu atvirkstinéje matricoje (E — A)f1 néra né vieno neigiamo
elemento, tai ekonominé sistema yra produktyvi. Galime rasti su-
balansuota (optimaly) gamybos plana X, tenkinantj duotaja pa-
klausa:

X=(E-A"'C
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1.6.1 pavyzdys. Duotoji ekonominés sistemos technologiné matrica
0,5 0,1
A= < 0,8 0,4 ) '

Koks turi buti gamybos planas X = (z1, azg)T, kad buty patenkinta paklau-
sa C = (66 99)77

Sprendimas
1) Randame vienetinés ir technologinés matricos skirtuma £ — A.

10 0,5 0,1\ ([ 0,5 -0,1
E_A_<0 1>_<0,8 0,4>_<—0,8 0,6 >

2) Randame gautosios matricos atvirkstine matrica (E — A)~".

0,5 —0,1

o8 06 |=03-008=022

det(E—A):‘

_ 1 0,6 0,1 100 0,6 0,1
1_ =~ ) ) _ Y , ,
(B —4) 0,22 (0,8 o,5> 22 (0,8 0,5)'
3) Visi gautosios matricos elementai teigiami, vadinasi, ekonominé sistema
yra produktyvi. Galime rasti subalansuota (optimaly) gamybos plana X,

patenkinantj duotaja paklausa.
X=(E-A)"C, tai

X_@‘ 0,6 0,1\ (66
22 0,8 0,5 99

100 [ 39,6+9,9
22 "\ 52,8+49,5

_100 (49,5
22 102,3

(225
~\ 465 |-
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Planas X = (225, 465)7, t. y. 21 = 225, xp = 465.

Atsakymas. pirmos rusies produkcijos reikia pagaminti 225 vienetus,
o antros rusies — 465 vienetus.

1.6.2 pavyzdys. Duotoji ekonominés sistemos technologiné matrica

0,5 0 0,7
A= 0,6 0,2 0,5
0,7 1 0,5

Patikrinkime, ar §i sistema produktyvi, jei taip, tai raskime gamybos plang
X = (x1, @2, x3)7, kad biity patenkinta paklausa C' = (30 45 50)%.

Sprendimas
1) Randame vienetinés ir technologinés matricos skirtuma E — A.

100 0,5 0 0,7
E-A=[o010]|-|06 02 05
00 1 0,7 1 0,5

0,5 0 —0,7

=| -0,6 0,8 —0,5

0,7 -1 0,5

2) Randame gautosios matricos atvirkstine matrica (E — A)™".

0,5 0 —0,7
det (E—A)=| —0,6 0,8 —0,5
—0,7 -1 0,5
=0,240—0,42— 0,392 — 0 — 0,25
= —0,862.

Dabar randame matricos £ — A adjunktus:

it |08 —o05| . o

A= (D" My = 7 05 =0,4—0,5=—-0,1,
2+ o 0 —-0,7 _ _ -

Ay = (—1)*T . My, = |_1 05 |_ (0—0,7)=0,7,
3+ | 0 =07 _ _

Az = (=1)""" - M3 = 0.8 —0.5 = 040,56 =0, 56,




1. MATRICOS IR DETERMINANTAI 37

—0,6 —0,5
A= (1" Mp=—| o | =~ (=0,3-0,35) = 0,65,
Agy = (1) My, = ’ _8? _87; ‘ =0,25-0,49 = 0,24,
Asp = (=1)*12 . Mgy = — _32 ::gg = — (—0,25—0,42) = 0,67,
A3 = (—1)1+3 - Mqs = :87(73 (Ef =0,64+0,56 =1,16,
0,5 0
Agg = (—1)2+3 Moz = — 07 1|7~ (—-0,5—-0)=0,5,
0,5 0
Asg = (=1)*13 . Mys = 06 o |=04-0=04
Atvirkstiné matrica
. —-0,1 0,7 0,56

(B—-A)"'=—

0,65 —0,24 0,67

0,862\ 146 0,5 0.4
, 0,1 —0,7 —0,56
- |- 2 —
552 0,65 0, 0,67

~1,16 —-0,5 —0,4

Gauta matrica turi neigiamy elementy, vadinasi, ekonominé sistema yra
neproduktyvi. Negalime rasti subalansuoto (optimalaus) gamybos plano X,
patenkinancio duotaja paklausa.

Atsakymas. Ekonominé sistema neproduktyvi.

1.4 testas

Raskite tokias parametro ( reikSmes, kad ekonominé sistema su
1

technologine matrica | 2 buty produktyvi.
¢

1
8
De<—1v7; @ oivh @5 @ Vi<V, ® o4

© —co<¢<too; @ 0; ® o<¢<t; O —i<c<ds @ o<c<ivi.
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1.7. Savarankisko darbo uzduotys

1.1 uZduotis

a) Atlikite veiksmus:

1 3+213_02
4 ) 5 1 4 3 2

T
b) Apskaic¢iuokite matrica A = (B + BT> , kai:

— DN

L)

0 2 4
B=| -2 -4 -2
4 2 0

¢) Apskaiciuokite A + 2C, kai:
3
o

1 -1 2
d) Apskaic¢iuokite:

a) B— A, b)4A—5B,c) 3B —2A,d) 4A+ 3B, e) 7B — 34, kai:

S
SN

2 1 -3 4 -3 -2 ) 1
A= 1 -1 5 3 , B = -2 1 1 4
-7 10 11 0 0o 3 -5 7

1.2 uzZduotis

Atlikite veiksmus:

2 1
1 2 0 1
a)( 1 3)'(—1 2>’ b) _01 3)
0
0

10 10 13 1
o ofh )2 t]alz: 1o -,
0 -2 10 -1 01 2
3 -2 1 P 3
ey | 1 0 4 6 |, f) | 4 (5—23),
0 3 -5 7 P
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2 -1 7
g | 1 o (; 0110 ),h)(14—5)- —2 |,
1 2 -1

5 2 -2 3 2 2 2 2
N 1 -5 3 11
9 2 -3 4 16 24 8 -8
76 —4 7 8 16 0 —16

1.3 uzZduotis

. 2 1 . -1 2
Duotos matricos: A = 30 ir B= ( 3 1 )
Apskaiciuokite: a) AB +2A, b) 2B + AB.

1.4 uZduotis

Apskaiciuokite AB ir BA. Ar AB = BA?
2 5 5 =7

a)A_<_3 4>,B_<4 ; )

[ cosa —sina [ cospB —sinp
b) A= < sina  cosa >’ B= < sinf3 cosf3 >
1.5 uzduotis
Apskai¢iuokite f (A), jei:
a) A= ( ; _01 ), f(:c):2:v2—5:c+7E2.

10 -1
b)A=| 0 2 -2 |, f(z) =32% Tz — 4F;.
33 1

1.6 uzduotis

Irodykite, kad matrica ( CCL b > yra lygties 22 —(a + d)-z+(ad — bc)-Ey = 0

d
sprendinys.
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1.7 uZduotis

Apskaic¢iuokite determinantus:

9 3 4 -1 5 6 2 1
a) 41 ,b)| -2 -1 —-1|,¢)| —-16 —4 -1 |,
5 6 -1 -13 -1 2
-2 1 5 -10 -3 1
d)| -3 0 51| e) 22 3 -4
-1 -2 0 12 4 -1
1.8 uzduotis
Isspreskite lygtis:
2 3 2
r -3
a) 3 9 |” 2 1 2|-10=0.
3 11
1 -2 2 5 o
b)|1 3 1|+ 3 4 +16 =0.
3 22 2
?—=3 5 Sx 3 8 3
c)‘ 4 + 4 9 —Tx - 5 9 =3.

1.9 uZduotis

ISspreskite nelygybes:
5 1

2 <
a)x—l—‘x_4_0.
3 15— 22 9 5
>
b)l 59 — |14 x
2
xre 2 2 9
< 0.
), 1|t 2 5]=0

1.10 uzduotis

Apskaiciuokite 4-osios eilés determinantus:

1 1 —4 4 1 50 6
5 —4 —4 4 6 -1 3 1

)l g _3 9] b)l3 9 09 3]
29 -1 5 4 3 10 1
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1 2 3 -1 29 4 —6 3
2 3 -1 0 1 2 5 —4
V3 10 1] YV 7 & 9 3
1 0 1 0 2 1 1 -1

1.11 uzZduotis

1. Raskite matricos A atvirkstine matricg A~

ST

31
2 -3 1 3 -4 5

A= 3 1 2|, a)Aa=[|2 -3 1 |,
-1 2 3 3 -5 —1
2 3 -4 1 1 -2
e)A=|1 -1 3 |, fHa=|0 2 -3
3.0 1 0 -1 2

1.12 uzduotis
Gauso metodu raskite matricos A atvirkstine matrica A~

5 0 1 -2 7 11 -1
a)A:<O5>,b)A: 0 1 —2|,c)a=]| -1 -2 3
0 0 1 0 1 -1

1.13 uzduotis

a) Ekonominés sistemos technologiné matrica A = < 006 8’2 ) Koks

turi buti gamybos planas X = (z1, xg)T, kad buty patenkinta paklausa
C = (50 100)"7?

0,5 0 0,7
b) Ekonominés sistemos technologiné matrica A = 0,6 0,2 0,5
0,7 1 0,5

Patikrinkite, ar si sistema produktyvi, ir jei taip, tai raskite gamybos plang
X = (21, o, X3)T, kad buty patenkinta paklausa C' = (30 45 5O)T.
¢) Ekonominés sistemos technologiné matrica yra A, o produkcijos paklau-
sos vektorius yra C. Raskite subalansuota gamybos plana (jei egzistuoja),
kai:
0 0,1 0,1 26

A=103 0 0,2 |[,C=] 32

0,1 0,3 0,1 50
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1.14 uzduotis

Ar ekonominé sistema produktyvi, kai jos technologiné matrica A tokia:

0,5 0,1 0,1 0,5 0 0,1
a)A=1| 02 02 01|, b)A=]| 0,3 0,6 0,5
0,1 0 0,1 0,4 0,6 0,2

1.15 uzduotis

0,5 0 0,5
Duotoji ekonominés sistemos technologiné matrica A = | 0,25 0,5 0
0,25 0 0,5

Patikrinkite, ar si sistema produktyvi, ir jei taip, tai raskite gamybos plang
X = (x1, zo, X3)T, kad buty patenkinta paklausa C' = (10 15 5)T. At-
virkstine matrica apskaiciuokite Gauso metodu.
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2. Tiesiniy lygciy sistemos

Raktiniai zodziai: Tiesiniy lygciy sistemos. Kramerio formulés. Atvirkstinés
matricos metodas. Gauso metodas. Bazinio minoro metodas. Tarptautinis preky-

bos planas. Tiesinio programavimo grafinis uzdaviniy sprendimas.
Literatura: [Apy01] 115-124 p.; [Pek05] 35-52 p.; [Rum?76] X skyrius, 140-161 p.

2.1. Tiesiniy lygciy sistemos

Nagrinékime sistema, sudaryta is m lygciy ir n nezinomuyjuy:

1121 + a12%2 + ... + a1p®T, = by,
a21%1 + a22%2 + ... + aop®, = bo,

A1 T1 + Q2T + ...+ GmnTn = b

dia a5, b (1 =1,...,m; j =1,...,n) — realieji skai¢iai. Skaiiai a;; vadinami
sistemos koeficientais, b; — laisvaisiais nariais, ¢; — nezinomaisiais (arba kinta-
maisiais). Si sistema vadinama tiesiniy lygéiy sistema, nes ja sudarancios
lygtys yra tiesinés (pirmos eilés) nezinomuyjy x; atzvilgiu.

Bendruoju atveju lygciy skaic¢ius m nebutinai sutampa su nezinomuyjy skaic¢iumi n.

Tiesiniy lygéiy sistemos sprendiniu vadinamas skai¢iy rinkinys
(1,2, ...,ap), kurj jrase vietoj nezinomuyju 1, s, . . ., &, i$ kiekvienos lyg-
ties gauname teisinga lygybe.

Kai visi laisvieji nariai b; = 0 (i = 1,...,m), sistema vadinama homogenine
lygciy sistema, o kai bent vienas b; # 0 — nehomogenine lygéiy sistema.

Matrica
ail a2 ... Qin
agy a99 N ag
A= " ,
Am1 Am2 cee Qmn

sudaryta is sistemos koeficienty, vadinama sistemos matrica, o matrica

aii ai12 N A1n b1
a a eeoa b
A ‘B — 21 22 2n 2

Um1 Am2 ceo Qmn bm
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gauta prie A prijungus laisvyjy nariy stulpelj, vadinama iSpléstaja sistemos mat-
rica.

Tiesiniy lygciy sistema, kuri turi bent viena sprendinj, vadiname suderinta
sistema.

Tiesiniy lygciy sistema, kuri neturi sprendiniy, vadiname nesuderinta siste-
ma.

Suderinta sistema vadinama apibrézta, jei ji turi vienintelj sprendinj.

Suderinta sistema vadinama neapibreézta, jei ji turi be galo daug sprendiniy.

Dvi sistemos vadinamos ekvivalenc¢iomis, kai bet kuris vienos sistemos spren-
dinys kartu yra ir kitos sistemos sprendinys, ir atvirkséiai. Ekvivalenc¢iyjy sis-
temy sprendiniy aibés sutampa.

2.2. Tiesiniy lygciy sistemy sprendimas atvirkstinés
matricos metodu

Tarkime, turime tiesiniy lygciy sistema, turinc¢ia n lygéiy su n nezinomuyjuy:

a1 + a12x2 + ...+ A1ndyp = b1,
a21%1 + A22T2 + ... + A2p Ty = by,

kurig galime uzrasyti tokia matricine lygtimi

AX=B,
ap; a2 ... Qip T
a21 Q22 ... Q2 . . . )
kur A = ™ | - sistemos koeficienty matrica, X =
Anl  Ap2 e Gpn Ty,
by

— nezinomyjy vektorius, B = — laisvyjuy nariy vektorius. IS matricinés
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lygties galime gauti X = A~'B. Tai ir yra duotosios tiesiniy lygé¢iy sistemos spren-
dinys. Tam tikslui reikia apskai¢iuoti koeficienty matricos A atvirksting matricg
A~1, todél turi buti det A # 0.

2.2.1 pavyzdys. ISspresime duota sistema, remdamiesi atvirkstinés matricos me-
todu:

T+y—=z =2,

2z+3y+2z =1,

—xr+2y—2z =1.

Sprendimas
Apskaic¢iuojame duotosios sistemos koeficienty matricos determinanta

-1
1|=—6-1-4-3-2+4+4=-12#0.

1
det A = 2
-1 -2

N W =

Dabar randame matricos adjunktus:

(1L |3 1 e o
Au= (D" My = 5 |=-6-2=-8
241 1 -1
A= (=177 My =— |, 5 |=-(=2+2)=0,
341 1 -1
A31:(—1) -M31: 3 1 :1—|—3:4’
2 1
Ap = ()2 My = — 1 _o ’ (—4+1) =3,
Agy = (—1)*2 . My = _i :; ‘ =—-2—-1=-3,
342 1 -1
Az = (1) - Myp=— | 5, " |=— (1+2)=-3
Ay = (=) My = _f 3 ’:44_3:77
243 11
Agz = (—1)""" - Maz = — 1 9| = (2+1) = -3,
o 1\343 I P
Azz = (1) Mss = 9 3‘—3 2=1
Taigi turime
1 -8 0 4
At 13 3 -3 -3
7 -3 1
T 1 -8 0 4 2 1 —12 1
v l=-5| 3 3 3] |1 ]|=-1 o |=[ o
7 -3 1 1 12 -1

Atsakymas. (1, 0, —1).
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2.2.2 pavyzdys. ISspresime duotaja sistema, remdamiesi atvirkstinés matricos
metodu:
201+ x4+ z3= 1,

1’1+2I2+ I‘3:*3,
1 + ZL’2+2{L'3: 2.

Sprendimas
Sudarome sistemos koeficienty matrica
2 11
A= 1 2 1
1 1 2
Apskaic¢iuojame sudarytos matricos determinanta:

det A = = 4.

— o= N
=N
N = =

Kadangi det A = 4 # 0, tai galime apskaiciuoti atvirksting matrica:

1 3 -1 —1
A*1:1 -1 3 -1
-1 -1 3

Tuomet randame duotosios sistemos sprendinj:

T 1 3 -1 -1 1
Tr = To =A% = 1 -1 3 -1 . -3
T3 -1 -1 3 2
4 1
1
8 2

Taigi sprendinys yra (1, —3, 2).

Atsakymas. (1, —3, 2).

&Pastaba

Lygciy sistema gali buti sprendziama atvirkstinés matricos metodu tada, kai
jos koeficienty matrica yra kvadratiné ir kai det A # 0.

2.2.3 pavyzdys. Atvirkstinés matricos metodu isspreskite lygéiy sistema:

22 — 2y + 2 = 10,
T+ 2y+22 =17,
44y — 52 =63,
20 +y — 2z = 25.
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Sios lygéiy sistemos atvirkstinés matricos metodu nespresime, nes joje yra 4 lyg-
tys ir 3 nezinomieji. Uzrasytos lygciy sistemos koeficienty matricos matmenys yra
4 % 3, o tai néra kvadratiné matrica, todél negalime apskai¢iuoti determinanto. Sig
sistema reikéty spresti Gauso metodu.

2.2.4 pavyzdys. Atvirkstinés matricos metodu isspreskite lygciy sistema:
20 —2y+z =6,
4+ 2y+2z =10,
4y + 2z =12.

Sprendimas
Lygciy sistemos koeficienty matrica

2 -2 1
A= 1 2 2
0 4 2

yra kvadratiné, todél apskaiciuojame jos determinanta.

2 =21
detA =1 2 2 |=840+4-0-164+4=0.
0 4 2

Kadangi determinantas lygus nuliui, atvirkstinés matricos metodu lygciy sistemos
nespresime. To tiesiog nejmanoma padaryti, nes atvirkstiné matrica neegzistuoja.
Todél sig sistema reikéty spresti Gauso metodu.

2.3. Tiesiniy lygciy sistemy sprendimas Kramerio metodu
Tarkime, turime tiesiniy lygciy sistema, sudaryta is n lygéiy su n nezinomuyju:
apry + ajer2 + ... + a1,y = b,
ag171 + age®2 + ... + a2y = ba,
Ap121 + Q2o + ... + QpnTn = by.

Sudarykime Sios sistemos koeficienty matrica

aiq a12 oo Q1n
A— a1 a922 co. Q2p
an1 QAp2 ... 0App

ir pazymékime matricos A determinantg taip:

a1 ai12 A1n
a a e a
A = 21 22 2n

Gn1  Ap2 cee Qpn



Tarkime, kad A # 0.
Determinanto A pirmaji stulpelj pakeitus laisvyjy nariy by, bo, ...
gaunamas determinantas

Ay =

Ay =

by
ba

bn
a1
a1

Gnl
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ai2
a22

an2
by
ba

bn

A1n
A2n

ann

Determinanto A antrajj stulpelj pakeitus laisvyjy nariy by, bs,
namas determinantas

A1n
A2n

ann

Analogiskai determinanto A trecigjj stulpelj pakeisime laisvyjy nariy by, bs,
stulpeliu, determinanto A ketvirtajj stulpelj pakeisime laisvyjy nariy by, ba, ...

, by, stulpeliu,

..., by stulpeliu, gau-

ey by
s bn

stulpeliu ir t. t., kol galiausiai determinanto A n-tajj stulpelj pakeisime laisvyjy

nariy by, bo, ..., b, stulpeliu ir gausime
a1 ai2 bl
a a .. b
A, = | 21 G2 2
An1  Ap2 ... bn
Tada 21 = &L, 2y = &2 z, = 52 — Kramerio? formulés, o duotosios
1 Ao L2 At n A ’
tiesiniy lygéiu sistemos sprendinys yra toks rinkinys (%, %, . % ), kur
A # 0.
&Pastabos

e Jel A # 0, tai nagrinéjama lygCiy sistema turi vienintelj sprendinj.

e Jei A =0, o bent vienas is Ay, Ao,
jama sistema neturi sprendiniy.

..ry Ay, nelygus nuliui, tai nagriné-

2.3.1 pavyzdys. ISspresime duota sistema, remdamiesi Kramerio formulémis:
Txy — 8xo + 43 = 27,
3171 + 21‘2 — &3 = 72,
51’1 + x9 + 3£C3 =13.

Sprendimas
Sudarome sistemos koeficienty matricos determinanta A:

7T -8 4
A=|3 2 -1 |=133.
5 1 3

2Gabriel Cramer (1704-1752) — $veicary matematikas.
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Tada sudarome ir apskai¢iuojame determinantus Ap, As, Ag:

27 -8 4
Ar=| -2 2 —1|=133

13 1 3

7021 4
Ap=|3 -2 —1|=-133,

5 13 3

7 -8 27
As=|3 2 -2 |=399.

5 1 13

Tuomet pagal Kramerio formules randame:

A 133 A, 133 _ Ay 399,

TTA T3 T AT 133 N ET
Taigi duotosios tiesiniy lyg¢iy sistemos sprendinys yra (1, —1, 3).

Atsakymas. (1, —1, 3).

1.5 testas

bu+ry =f

Tarkime, kad u, y yra sistemos
cut+qy =d

nezinomieji, bg = rc ir bd # cf.
Tada si sistema
@ turi vienintelj sprendinj; @) turi du sprendinius;

@ neturi sprendiniy; @ turi be galo daug sprendiniy.
5%1 + X2 — 4{E3 =4
Isspreskite tiesiniy lygciy sistema ¢ —5xq + 425 —3x3 = —5
—T1 — 4332 — 51‘3 = -2

Kramerio metodu. Pazymékime:
A — sistemos matrica; D = det A;

I T
29 = ( & & & ) — sistemos sprendinys.
s D D D

2| p-

M278; @ —446; @312; @ 462 ;
® —278; ®446; (@ —312
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Dy =
4 1 —4 -1 -5 -1
Dl -5 4 -3; @ 1 4 —4|;
-2 —4 -5 -12 -3 -5
-3 1 —4 -6 -5 -1
@ -8 0 -3); @ -3 0 —4
-5 —4 0 -7 =3 0
Dy =
4 1 —4 0 -3 —4
D| -5 4 -3|; @| -5 -8 =3 ;
-2 —4 -5 -1 =5 0
5 4 —4 0 -6 -1
@ -5 -5 -3); @ 1 -3 —4
-1 -2 -5 -4 -7 0
Dy =
5 1 4 4 1 —4
| -5 4 -5; @| -5 4 =3 |;
-1 -4 -2 -2 —4 -5
4 1 —4 0 1 -3
@ -5 4 3 @ -5 0 -8
-2 —4 -5 -1 -4 -5
_ 4 . 259 35 . 7. 61
@ Ty = ®—@, 278 @—@a @ﬁ’ @—ﬁ
13 . 46 . 45 . 73 . 2
r2 = s @ -1 @ —oms Doam ©® 5
8 . 49 10 . 63 . 10
€r3 = @ 139 278 139 @ T 978 @ ~ 139
21 +4x0 +2x3 =2
Isspreskite tiesiniy lygéiy sistema < 5x1 + 322 — 323 =5
5171 +2I2*1‘3 = *5
Kramerio metodu. Pazymékime:
A — sistemos matrica; D = det A;
I T
To = & & % — sistemos sprendinys.
D D D
3
D= D-19; @44; G -37; @®37; (O —44.
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Dy D -48; @11; G136; @79; ©98.

Dy ®-12; @71; @36; @9;: © —160.

D3 = D98; @140; B@68; @ —-34; ©®9.

S I Y B Y I
Wl N = O

— 29 . 7. 83 . 9 . 69
rtaataz= O-7;5 @17 0 @-7; u -

2.

>

Matricos rangas

Matricos rangu vadinama didziausios eilés minoro, nelygaus nuliui, eile. Mat-
ricos rangg Zymeésime rang (A).

Taciau skaiciuoti pagal apibrézima matricos rangg néra patogu. Naudinga zinoti,
kad matricos rangas yra tiesiSkai nepriklausomy eiluéiy (stulpeliu) skaiius, o ekvi-
valen¢iy matricy rangai lygus. Todél atliekame elementarius pertvarkymus, kurie
nepakeicia matricos rango, suteikdami matricai trikampio, trapecijos ar laiptuo-
ta forma. Jei pertvarkant atsiranda nuliné eiluté (stulpelis), tai ja iSbraukiame.
Tuomet nenuliniy eiludiy (stulpeliy) skaifius yra matricos rangas.

Elementarieji pertvarkymai, kurie nekeic¢ia matricos rango, yra Sie veiksmai:
o sukeic¢iamos vietomis eilutés (stulpeliai),
« matricos eiluté (stulpelis) dauginama i$ nelygaus nuliui skaiciaus,

e prie vienos eilutés (stulpelio) pridedama kuri nors kita eiluteé (stulpelis),
padauginta is skaic¢iaus, nelygaus nuliui.

2.4.2 pavyzdys. Apskai¢iuosime matricos A ranga, kai

2 1 0 1
A=11 -1 3 5
3 2 -1 0

Sprendimas
Atliksime elementarius matricos pertvarkymus:

2 1 0 1\, /1 -1 35\, (1 -1 3 5\,
1 -1 3 5|22 1 o 1|20 3 -6 —9 |2
3 2 -1 0 3 2 -1 0 3 2 -1 0
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1 -1 3 5) " 1 -1 3 5
~ 0 3 -6 -9 ~1 0 1 -2 -3 |~
0 5 —-10 -15 0 1 -2 -3

1 -1 3 5
0o 1 -2 -3 |,
0 0 0 0

1) pirmoji ir antroji eilutés sukeistos vietomis;

2) pirmoji eiluté padauginta i§ (—2) ir pridéta prie antrosios eilutés;
3) pirmoji eiluté padauginta is (—3) ir pridéta prie treciosios eilutes;
4) antroji eiluté padalinta i$ 3, o trecioji eiluté padalinta i$ 5;

5) antroji eiluté padauginta i (—1) ir pridéta prie treciosios eilutés.

Atmete gautaja nuling eilute, matome, kad matrica A suvesta j trapecijos forma.
Dabar galime teigti, kad matricos A rangas yra 2 (nenuliniy eiluéiy skaicius), t. y.
rang (A) = 2.

Atsakymas. rang (4A) = 2.

2.4.2 pavyzdys. Apskaic¢iuosime matricos A ranga, kai

5 -3 -1
A= 4 1 5
2 4 1

Sprendimas
Atliksime elementarius matricos pertvarkymus:

5.3 -1\ /-1 =3 5\ /-1 =3 5\
4 1 5|2 5 1 4|2 0o —14 2 |=
2 4 1 1 4 2 1 4 2
o L 3 5N\, (L 3 5\, /-1 3 5
X0 —14 29 o 1 7|2 o 1 7|,
0 1 7 0 —14 29 0 o0 127

1) pirmasis ir tre¢iasis stulpeliai sukeisti vietomis;
2) pirmoji eiluté padauginta i§ 5 ir pridéta prie antrosios eilutes;
3) pirmoji eiluté pridéta prie treciosios eilutés;
4) antroji ir trecioji eilutés sukeistos vietomis;

5) antroji eiluté padauginta i$ 14 ir pridéta prie treciosios eilutés.

Taigi elementus po pagrindine jstrizaine pavertéme nuliais ir né viena eiluté netapo
nuline, todél nagrinéjamos matricos rangas yra 3 (nenuliniy eiluéiy skaicius), t. y.

rang (A) = 3. Cia matrica A suvesta i trikampio forma.

Atsakymas. rang (A) = 3.
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1.6 testas

Matricos

@ dviem; @ nuliui; @ vienam; @ trims; @) SeSiems.

rangas lygus

O O W
O = O
N OO

8 8 1
Pazymékime r(t) = rang [ —9 -9 ¢
8 8 t

Isspreskite lygti r(t) = 2.
Dt=0;, @t##0; @R, @t>2 GBI OGt<2

Kuris teiginys yra teisingas? @ (B);

= . 2 né vienas;
Egi 77:((2 = if)nSt’ @ abu teiginiai;

@ (A).

0 3 -3 0 O
-1 3 -2 -3 0
Apskaiciuokite rang -2 -1 0 -1 -2
3 -2 =2 3 -1
2 0 -1 3 =2
@D du; @ trys; @ penki; @ vienas; (O keturi; () nulis.

2.5. Kronekerio ir Kapelio teorema

Turime lygciy sistema:

n
E Qi T4 :bi, i:1,2,...,m.
Jj=1

Sistemos matrica A = [|a|,, ., iSpléstoji matrica
ailr o Qln by
a CEEEEY a b
s = 2 T
m1 = OGmn bm

Kronekerio® ir Kapelio* teorema. Tiesiniy lygéiy sistema yra suderinta tada

3Leopold Kronecker (1823-1891) — vokie¢iy matematikas.
4Alfredo Capelli (1855-1910) — italy matematikas.
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ir tik tada, kai
rang A = rang (A|B).

Sistema yra apibrézta, kai rang A = n.

Bendrojo sprendinio struktura

Nehomogeninés Homogeninés Nehomogeninés
lygties lygties lygties
bendrasis = bendrasis + atskirasis
sprendinys sprendinys sprendinys
PavyzdZiui,

T é 1
z 1 0

2.6. Tiesiniy lygciy sistemy sprendimas Gauso metodu

Gauso metodas — tai nuoseklus nezinomuyjy eliminavimo metodas, kai duotaja
sistemg suvedame j laiptuota, trapecine arba trikampe tiesiniy lygéiy sistema.

Sis metodas patogus tuo, kad juo galima spresti bet kurig tiesiniy lygéiy sistema.
Turime tiesiniy lygciy sistema i§ m lygciy ir n nezinomuyju:

a1121 + a12%2 + ... + a1 Ty = by,
a21%1 + A22%2 + ... + A2, Ty = bo,

Am1T1 + AmaXo + ... + Qn Ty = by,

Sig sistema patogiau spresti pertvarkant ne jos lygtis, o iSpléstosios matricos eilutes.
Sudarykime Sios sistemos iSpléstaja matrica:

aiy Q12 ... Gln by

a a . a b
A|B = 21 22 on 2

am1 Am2 cee o Qmp bm
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Elementariaisiais eilué¢iy pertvarkymais iSpléstoji matrica A |B pakei¢iama tokia
matrica:

a1 a2 a1z ... a1y A1n by
1 1 1 1 1
0 af a%é% a%;; a%g; b%Q;
0 0 ag as, 3n by
A|B ~
0 0 0 aly aly | by
0 0 0 0 e
0 0 0 0 0 0

Elementaris pertvarkymai galimi tokie:

1) bet kurios eilutés elementus galima padauginti arba padalinti i$ skaiciaus,
nelygaus nuliui;

2) bet kurig eilute galima pakeisti, pridéjus prie jos kita eilute, padauginta is
skaiciaus, nelygaus nuliui;

3) nuling eilute, jei visi jos nariai lygus nuliui ir laisvasis narys uz bruksnio taip
pat lygus nuliui, galime atmesti;

4) eilutes galima sukeisti vietomis.

~ Svarbu
Lygciy sistema gali:
1) turéti vienintelj sprendinj (jei rang (4) = rang (A|B) = n);

2) neturéti sprendiniy (jei rang (A) # rang (A|B));

3) turéti be galo daug sprendiniy (jei rang (A) = rang (A|B) < n).

Su Siais atvejais susipazinsime iSsprende konkrecius pavyzdzius.

2.6.1 pavyzdys. Gauso metodu iSspresime duotaja keturiy lygciy sistema su trimis
nezinomaisiais:
2I1—I2+ 133:2,
$17I2+2$3 = 1,
3(E1 - 4.’E3 = 2,
2x1 + x9 — 3x3 = 4.

Sprendimas
Sudarome sistemos iSpléstaja matrica:

2 -1 1|2
1 -1 21
AB=1 3 o 4|2
2 1 -31|4
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Sukeite vietomis pirmaja ir antraja eilutes, turime:

1 -1 2|1
2 -1 112
3 0 -4 2
2 1 -3 4

Sia matrica pertvarkysime taip: pirmosios eilutés nekei¢iame, prie antrosios eilutés
pridedame pirmaja eilute, padauginta is (—2), prie trecios pridedame pirmaja eilute,
padauginta i§ (—3), o prie ketvirtos pridedame pirmaja eilute, padauginta is (—2).
Gauname

1 -1 2 1
0 1 -3 0
0 3 —-10 | -1

0 3 -7 2

Dabar pirmosios ir antrosios eiluciy nebekei¢iame, o prie treciosios ir ketvirtosios
eiluc¢iy pridedame antraja eilute, padauginta i (—3). Gauname

1 -1 2 1
0 1 -3 0
0 0 -1 | -1
0 0 2 2

Pirmyju trijuy eilu¢iy nebekei¢iame, o prie ketvirtosios eilutés pridedame treciaja
eilute, padauginta is 2. Gauname

1 -1 2 1
0 1 -3 0
0 0 -1 | -1
0 O 0 0

Ketvirtaja eilute galime isbraukti, nes visi jos elementai lygus nuliui, o treciaja
eilute galime padauginti i$ (—1). Tada turésime:

1 -1 2 1
0o 1 -3 0
0 O 1 1

Sia matrica atitinka tokia lygéiy sistema:
r1 — T2+ 223 =1,

x2739:3:07
1'3:]..

IS ¢ia nuosekliai randame:

l‘3:1,
562231‘3:3'1:3,
1’1:14‘562721’3:14*372'1:2.
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Taigi duota sistema turi vienintelj sprendinj (2, 3, 1).
Pastaba. Siuo atveju rang (A) = rang (A|B) = 3 (nes po elementariyjy pertvar-
kymuy liko trys nenulinés eilutés ir matricos forma yra trikampé).

Atsakymas. (2, 3, 1).

2.6.2 pavyzdys. Gauso metodu iSspresime duotaja trijy lygciy sistema su keturiais
nezinomaisiais:

2I1+1‘2 - I3+4,I4 :3,

T1 — xo + 2x3 — 224 = 1,

3x1 + T3+ 224 = 5.

Sprendimas
Sudarome sistemos iSpléstaja matrica:

2
AB=|1 -1 2 —2|1
3

Sia matricg pertvarkysime taip: pirmosios eilutés nekei¢iame, prie antrosios eilutés
pridedame pirmaja eilute, padauginta is (—2), o prie tre¢iosios pridedame pirmaja
eilute, padauginta i$ (—3). Gauname

1 -1 2 =211

0 3 -5 8|1

0 3 -5 8|2
Dabar pirmosios ir antrosios eilu¢iy nebekeiciame, o prie treciosios eilutés prideda-
me antraja eilute, padaugintg is (—1). Gauname

1

0 3 -5 8|1

0
IS gautosios matricos matome, kad duotoji lygéiy sistema sprendiniy neturi, nes
paskutiné eiluté atitinka lygtj

0-214+0-2940-23+0-24=1,

o tokia lygtis neturi né vieno sprendinio.
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Pastaba. Siuo atveju rang (A) = 2, o rang(A|B) = 3, t. y. rang(A) #
rang (A |B). Todél sistema sprendiniy neturi.

Atsakymas. sistema sprendiniy neturi.

2.6.3 pavyzdys. Gauso metodu isspresime duotajg keturiy lygéiy sistema su ke-
turiais nezinomaisiais:
211 + x9 — x3 + 414 = 5,
200 +x3 + 14 =2,
1+ T2+ 23+ T4 =3,
31‘1 — T3+ 4174 = 6.

Sprendimas
Sudarome sistemos iSpléstaja matrica:

2 1 -1 4|5
0 2 1 1] 2
AlB = 1 1 1 1|3
3 0 -1 4|6

Sukeite vietomis pirmaja ir trecigja eilutes, turime:

1 1 1 173
2 1 1|2
1 -1 415
0 -1 4|6

w N O

Siag matricg pertvarkysime taip: pirmosios ir antrosios eilu¢iy nekei¢iame, prie tre-
Ciosios eilutés pridedame pirmaja eilute, padauginta is (—2), o prie ketvirtos pride-
dame pirmaja eilute, padauginta i§ (—3). Gauname

1 1 1 1 3
0 2 1 1 2
0 -1 -3 2| -1
0 -3 -4 1| -3
Sukeiciame vietomis antraja ir treciaja eilutes:
1 1 1 1 3
0 -1 -3 2| -1
0 2 1 1 2
0 -3 -4 1| -3

Dabar pirmosios ir antrosios eilu¢iy nebekeic¢iame, o prie treciosios ir ketvirtosios
eiluc¢iy pridedame antraja eilute, padauginta atitinkamai is 2 ir (—3). Gauname

1 1 3
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Prie ketvirtos eilutés pridéje treciaja eilute, turime:

1 1 1 1 3
0 -1 -3 2| -1
0 0 -5 5 0
0 0 0 O 0

Ketvirtoji eiluté sudaryta i$ nuliy, todél ja galime isbraukti. Antraja eilute padau-
giname i$ (—1), treciaja eilute padaliname is (—5). Po visy Siy veiksmy turime

1 1 1 113
01 3 —-2|1
0 01 —-1]0

Sig matrica atitinka tokia lygéiy sistema:

T+ T2+ x3+ x4 =3,
To 4+ 3x3 — 2204 =1,
Tr3 — l‘4=0.

Po elementariyjy pertvarkymuy sistema jgyja trapecine forma. Gautoje sistemoje
nezinomyjy skaicius yra didesnis nei lygciy skaicius, todél sistema turi be galo daug
sprendiniy. Lygciy skaic¢ius nurodo baziniy nezinomuyjy skaiciy. Taigi nagrinéjamu
atveju baziniy nezinomyjy yra trys, o laisvasis nezinomasis yra vienas.
Pasirenkame viena iS nezinomuyjuy laisvuoju parametru, pavyzdziui, pasirinkime
xg=1t, t € R.
Tuomet
r1+1—t+ t4+ t=3=>x1=2-1,
To+3t—2t=1 = xo=1-—1,
T3 = t.

Taigi gavome, kad sistema turi be galo daug sprendiniy:
{2—-t; 1—1t; t; t), teR}.

Sis sprendinys vadinamas bendruoju lygéiy sistemos sprendiniu.

Cia x4 yra laisvasis nezinomasis, o 1, x2, 3 — baziniai nezinomieji.

Imdami x4 = ¢ = 0, gauname bazinj sprendinj (2; 1; 0; 0).

Pastaba. Siuo atveju rang (A) = rang(A|B) = 3 < 4, todél sistema turi be
galo daug sprendiniy. Baziniy nezinomujuy skaicius sutampa su rangu rang (4). Po
elementariyjy pertvarkymy matrica A jgyja trapecine forma.

Atsakymas. {(2—1t; 1—¢t; t; t), t€R }.

2.6.4 pavyzdys. Gauso metodu iSspresime duotaja trijy lygéiy sistema su penkiais
nezinomaisiais:

201 —xo +3x3+ x4 — 225 = 1,

dxy — 229 + Txg — 224 — 325 = 3,

6501 - 3$2 + 91’3 + 21’4 - 6175 = 5.
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Sprendimas
Sudarome sistemos iSpléstaja matrica:

2 -1 3 1 =2 1
AB=|4 -2 7 -2 -3 3
6 -39 2 -6 )

Sig matrica pertvarkysime taip: pirmosios eilutés nekei¢iame, prie antrosios eilutés
pridedame pirmaja eilute, padauginta i (—2), o prie tre¢iosios pridedame pirmaja
eilute, padauginta i$ (—3). Gauname

2 -1 3 1 -2 1
0 0 1 —4 1 1
0 0 0 -1 0 2

Sia matrica atitinka tokia lygéiy sistema:

201 —x9 + 3x3 + 14 — 205 = 1,
$374$4+IL’5 :1,
—T4 = 2.

Po elementariyjy pertvarkymy sistema jgyja laiptuota forma. Gautoje sistemoje
nezinomuyjy skaicius yra didesnis nei lygc¢iy skaicius, todél sistema turi be galo daug
sprendiniy. Lyg¢iy skaic¢ius nurodo baziniy nezinomuyjy skaic¢iy. Taigi nagrinéjamu
atveju baziniy nezinomuyjy yra trys, o laisvieji nezinomieji yra du.

Pasirenkame du nezinomuosius laisvaisiais parametrais, pavyzdziui, pasirinkime
T5 =ty ir xo = 1o, t1, t2 € R.

Tuomet

2I17t2+3'(7t177)‘1*(*2)*2151:1:>I1:W,
$3—4~(—2)+t1:1:>$3:—t1—7,
(E4:—2.

Taigi gavome, kad sistema turi be galo daug sprendiniy:

5t t 24
{(1+22+’ ty; —t1 —7; —2; t1)7 t, o €ER }

Cia xoir xsyra laisvieji nezinomieji, o x1, =3, x4 — baziniai nezinomieji.

1 pastaba. Siuo atveju rang (A) = rang (A|B) = 3 < 5, todél sistema turi be galo
daug sprendiniy. Baziniy nezinomyjy skaicius sutampa su matricos A rangu.

2 pastaba. Paéme t; = 0, to = 0, gauname bazinj sprendinj (12; 0; —7; —2; 0).
Be to, jei laisvaisiais nezinomaisiais butume paéme x; ir x5, o baziniais — x2, =3, x4,
tai tuomet bendrasis sprendinys atrodyty taip:

{(tg; —5t1+2t2—24; —7—t1; —2; tl), tl,tQER}.

Atsakymas. {(W; to; —t1 —7; —2; t1), ti,t2 €R }
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1.7 testas

61

Isspreskite tiesiniy lygéiy sistema

y1 +3y2 —y3 +ya =15
-y +y2  +ys —3ys =15
3y1 +2y2 —2y3 +3ys =17
3y1 t+y2 —3ys —3ys =175
n= O-% @0 @8 @®-1, ®10; ©® —10.
= O-4 @-8 @3 @9 60 © 1
p= O7 @-7, -6 @1, G-1; ©® -9
w= O-T @4 @-9 @6 ©0G ©-2
min{yy,y2,y3, =D -9 @@L, @4 @-3; &6 © —5.
Isspreskite tiesiniy lygéiy sistema
71 +7r3 4275 =-3
37"1 73’["2 —T3 —T4 727’5 = 26
- —3T2 —27’4 +37’5 =67 .
3r1 —ry = —17
-7 +ry  —2r3 +3ry4 +rs = -—10
mn= O6; @4 -6 @-8 © -4 © 2
n= O-L @L ®8& @-9% ©-10; ©3.
= O% @3 -9 @2 G-2 ©-1
9] = o7 @-3 @5 @-1, ®-6 ©-9.
= O-4 @-7, -1 @5 &-9 © 10.
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2.7. Bazinio minoro metodas

Tarkime, kad tiesiniy lygciy sistemos

(1171 + a12%2 + + - + A1pTn = b,
a21%1 + age2 + -+ + G2pTp = bo,
Am1T1 + AmaZ2 + -+ Aman®n = bma
matricos A = ||ay||,,..,, rang A = r. Tai reiSkia, kad egzistuoja r-tosios eilés mino-

ras M, # 0. (Si minora vadiname baziniu.) Tarkime, kad M(1,2,...,7;1,2,...,7) #
0. Priesingu atveju galima sukeisti vietomis sistemos lygtis bei pakeisti kintamujy
1, T, - -+, T, NUmMerius. Jei r < m, sistemoje yra lygéiy, kurios gali buti eliminuo-
tos (paSalintos) elementariais pertvarkymais. Todél paliekame sistemoje r lygéiu.
(Tai galima padaryti, jei sistema yra suderintoji.) Jei n = r, sistemos matrica yra
kvadratiné ir det A # 0.

Tokia sistema turi vienintelj sprendinj, kurj galima rasti Kramerio metodu.
ISnagrinékime atveji, kai n > r, ir perrasykime sistema taip:

1171 + a12%2 + -+ AT =

by — A1,r41Tr4+1 — *** A1nTn,
2121 + Q22%2 + - -+ + A2 Ty =

by — Q27 41%r41 — -+ - A2 T,

Ar121 + Ap2®2 + -+ ++ + Qrop Ty =

br - ar,r+1xr+1 — O Tp .

Kintamuosius ,4+1, 12, - - -, T, vadiname laisvaisias , o x1, To, - - -, T, — baziniais.

Taigi baziniy kintamuyjuy yra r = rang A, o laisvyjuy kintamuyjuy yra n — r. Pazy-
n

mékime §; = b; — > a;sxzs. Kadangi M, # 0, sistema sprendziame taikydami

s=r—+1
Kramerio formules

1 ai cee 51 PP ai,

M,

;=
arl e 67‘ e aT’I'

Skleisdami Siuos determinantus j-ojo stulpelio elementais, gauname bendrojo spren-
dinio formules:

Lj :V?+7;+1IT+1+“'+’Y;IITL7 j:1727"'7r7

Gia 7;, i=r+1,7+2,...,n - priklauso tik nuo koeficienty a;;, o 'y? — dar ir nuo by,
ba, - -+, b.. Kai laisvieji kintamieji z,11, - - -, @, jgyja konkrecias reikSmes, gauname
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sistemos atskirgj; sprending. Taigi kai bent vienas koeficientas ’y; = 0, sistema turi
be galo daug sprendiniy.

2.7.1 pavyzdys. ISspreskite TLS bazinio minoro metodu.

THy+z—w= 2,
r—y—z4+w= 0.

Sprendimas
Perrasome sistema:

T—Yy= zZ—w.
2—z+4w 1 1 2—z+4w
z—w —1 1 1 zZ—w 1 n
T = 1 7 =19 i . =1—-z4w.
1 -1 1 -1
x 1
Atsakymas. Bendrasis sprendinys ZZJ = 1= Z+ h ;
w 5
1 1 1
. L 1 0 2
atskirieji sprendiniai N 1 Il o
0 0 1

2.8. Tarptautinés prekybos modelis

Tarkime, kad a;; yra dalis biudzeto, kuria j-oji Salis iSleidzia prekéms i i-tosios
salies pirkti. Turi buti

Z Q5 = 1.

i=1

Laikome, kad visas i-tosios Salies biudzetas x; iSleidziamas prekéms pirkti savo
Salyje arba uzsienyje. Tada

;11 + a0 + ...+ @inTy = T;.

Saliy grupés prekyba subalansuota, kai §i lygybé galioja visoms Salims

AX =X
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Teorema. Sistema AX = X turi nenulinj sprendinj tada ir tik tada, kai

det(A—E)=0.

2.8.3 pavyzdys. Pateikta trijy Saliy prekybos strukturiné matrica

1011
9 7 5

_|l 1 2 2
Ai 6 7 3
1B 4 2

18 7 15

Matricos elementas a;; reiskia j-osios Salies nacionaliniy pajamy dalj, kurig i salis

isleidzia pirkimams i$ i-tosios Salies. Prekyba subalansuota, kai Saliy nacionalinés
. T v. o . .

pajamos X = (x1,22,23)" yra Sios matricineés lygties sprendinys.

AX =X (%)

Sprendimas
Perrasykime (%) matricine lygtj sistemos pavidalu:

%wl + %552 + %% =T,
§%1 + 7T2 + 5%3 = Ta,

3 4 2 .
L F 72 ¥ 5T = T3

Dauginame sistemos lygtis atitinkamai i skaiciy 315 =3-3-5-7,42=2-3-7 ir
630=2-3-3-5-7
(kad iSvengtume veiksmy su trupmenomis) ir perrasome sistema taip:

3-3.5-7(§—1)21+3-3-5-7T- 23 +3-3-5-7- Ly =0,
2:3-T-221+2-3-T(3-1)224+2-3-7 223 =0,
2:3-3-5-7-1221+2-3-3-5-7-2254+2-3-3-5-7(& - 1) 23 =0.

—280x1 + 4bxy + 6323 = 0,
Txy — 30xy + 2823 = 0, (**)
455z + 360x5 — 54623 = 0.

Sistemos matricos determinantas turi buti lygus nuliui (jei nepadaryta skai¢iavimo
klaidy):

—280 45 63 —40 3 9
7 -30 28 |=7-15-7-| 1 =2 4
455 360 —546 65 24 T8
0 —77 169
=7-15-7-|1 =2 4 =0.
0 154 338
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Isspreskime (**) sistema bazinio minoro metodu (r.). Paimkime bazinj minora

a2 a3
a22 A23

M= —30 28

:’ 56 ‘:15~7-(3~4—(—2)-9):3150.

Tada spresdami pirmuyjy dviejy lygéiy sistema Kramerio metodu (trecioji lygtis yra
priklausoma) (r.) gauname:
7-11

T30 ¢

1| 45 280z
M| —30 T

T2

280z, 63 ‘ 7169
= xr1, T3 =

1
_M‘ ~Tz1 28 | 15-30

Taigi (**) homogeninés sistemos bendrasis sprendinys

7-169 7-11
(z1,22,23) = « (1 ) .

"15-307 30

Subalansuota prekyba vyksta, kai nacionaliniy pajamy santykis (imame sveikaji
sprendinj):
450 : 1183 : 1155.

2.9. Savarankisko darbo uzduotys

1.16 uzduotis

ISspreskite lygciy sistemas Kramerio metodu:
e = 1 T1 — X2 + x3 = 6,
a) ! 25 b) 211 + 9 + 23 = 3,
2331 + 31‘2 =1.
X +.’£2+2£L’3 = 5.

3%1—3.%2—4.%3:—28, (E1+25U2—(E3:3,

c) 3x1 — 3x9 + 323 =0, d) 201 — X9 + 203 = —2,
To = 2. { 3x1 + x9 —4x3 = 11.
2x1 —x9 +x3 =6, 2x1 — x9 — x3 = —6,

e) 3r1+23=17, f) T1 — 279 + 13 = —3,
£ZJ2+2£C3: 1. 31‘1 +SC2721’3 = —5.

20 —y+ 3z =1, 3z —4dy + 4z =11,

g) r+y+z=2, h){5x+5y+z——11,

4o — 2y + 62 = 1.
3+ 2y — z = -9,
i) 2z +y + 2z = —10,
5r — 2y — 4z = 8.

doe + 2y — z = —1.

1.17 uzduotis

Atvirkstinés matricos metodu iSspreskite lygciy sistema:
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4x1 + x9 + bry = —1, 2x1 + x9 + 3z3 = 15,

a) —5x1 + 319 + x3 = —6, b) 511 + 219 + bxz = 28,
2x1 + 4xo + 3 = 1. —2x1 + bxo — 4z = —25.
3x1 — 3x9 + 3x3 = —9, 3xy — 229 — 223 =1,

C) 2$1 + 4:]92 + 51’3 = 73, d) 721’1 - 31’3 = 12,
3.’E1 — Ty — 4.’E3 =0. -1 — 41’2 + 51’3 = 5.

1.18 uzZduotis

Apskaiciuokite matricy rangus:

1 -1 20 1 1 4
a)A=|( -1 2 =3 1], bp)a=|2 -1 5 |,
0 1 -1 1 1 1 2
31 1 4
0 4 10 1
A= 1 7 17 3
2 2 4 3

1.19 uzZduotis

Gauso metodu isspreskite tiesiniy lygciy sistemas:

21 + 19 — x3 — 224 = 0, 2x1 + x9 — x3 = 5,

a) 3x1 + 229 + 13 — 314 = 3, b) r1 — 3% + 313 =7,
To + 6x3 + x4 = 8. bx1 — 3x9 + 323 =T7.
x1 + 2x9 + 33 + 424 = 6, T, — 2T + x4 = 2,

C) To + 2x3 + x4 = 3, d) 2x1 — 5x2 + x3 = 2,
2$1—$2—2$4=1, $1—$3—$4=0,
35817‘%271334*174:1. 31’271‘34’21’4:2.
3x1 4 220 — 33 + 44 =1, 1 —3ry +4x3 — x4 = 1,

e) 2x1 4+ 3xo — 223 + 314 = 2, f) Tx1 + 3x2 — Hx3 + bxy = 10,
4y + 229 — 3x3 + 214 = 3. 2x1 + 229 — 313 + 224 = 3.
2x1 +x9 —x3 =95, 2x1 +x2 —x3 — 224 = 0,

g) r1 — 320 + 323 =17, h) 3x1 + 2w9 + 23 — 314 = 3,
5x1 — 3x0 + 3x3 =T. To + 6x3 + 14 = 8.
r1 + 2x9 — 3x3 + 414 =7, Bay + 15 — 314 = 3,

. 2x1+5x2+x3—2x4:5, .

i) B i) 1 — 20 + 214 = 1,
3$1—7$2+41’3+51’4——11, A +2.’E +(E—5£L' -5
Tz + 222 — 23 + 11lxy = 6. ! 2 1T
gx_—i-y +—|—Zz:—576 THyt+z=3

k) S 1) { 3z —y+2:=4,
THY+az=4 2 — 2y + 2z =1.
x—2y—2z =5.
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3. Tiesinio programavimo uzdaviniy
grafinis sprendimas
Raktiniai Zodziai: Tikslo funkcija. Leistinoji aibé. Lygio lygtis. Geometrinis

tiesinio programavimo uzdavinys.
Literatura: [Apy01] 205-215 p.; [Pus01] 30-38 p.

Nagrinésime dviejy kintamuyjy standartinj tiesinio programavimo uzdavinj:
max, min (¢c1z + coy), kai

a112 + a2y < by,
a21% + agzy < bo,

Am1T + am2y < bm

Cia f = ciz+coy yra tikslo funkcija, o leistinoji aibé ) — tiesiniy nelygybiy
sistemos sprendiniy aibé.

Leistinoji aibé, jeigu ji netuscia, gali buti baigtinio arba begalinio ploto. Pasirin-
kime bet kurj leistinosios srities taska. Tikslo funkcijos reiksme tame taske pa-
zymékime C. Sudarykime lygti cix + coy = C ir ja pavadinkime lygio lygtimi.

Lygio lygties geometrinis vaizdas yra tiesé, kuria vadinsime tikslo funkcijos
lygio tiese.

Geometriskai tiesinio programavimo uzdavinys formuluojamas taip:
leistinyjy sprendiniy aibéje 2 reikia rasti tokj taska (x*,y*), per kurj einancios
funkcijos reik§me f buty didziausia (arba maziausia).

Standartinj uzdavinj galime spresti pagal Sitokig schema:
1. Plokstumoje nubréziamos tiesés, kurios gaunamos apribojimy sistemoje
nelygybes pakeitus lygybémis.
2. Pagal gauty nelygybiy zenklus nustatoma leistinyjuy sprendiniy sritis .

3. Plokstumoje nubréziamas vektorius ¢ = (c1,¢g) ir viena i$ tiesiuy c;x +
coy = C (pavyzdziui, c1x + coy = 0).

4. Tiese c;x+coy = 0 ,stumiant® vektoriaus ¢ = (¢1, ¢2) kryptimi arba pries
ja, randame maksimumo arba minimumo taskus (jei tokie egzistuoja).

5. Apskaic¢iuojane maksimumo ir minimumo tasky koordinates.
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6. Randame funkcijos f reiksSmes tuose taskuose.

Priklausomai nuo leistinyju sprendiniy aibés 2 ir nuo vektoriaus ¢ padéties
galimi jvairus atvejai:

1. vienintelis sprendinys, esantis daugiakampio {2 virsunéje,

2. be galo daug sprendiniy — daugiakampio {2 briaunoje,

3. néra sprendinio, nes apribojimy sistema nesuderinta (2 tuscia aibeé),

4. néra sprendinio, nes tikslo funkcija neaprézta.

3.0.1 pavyzdys. Grafiskai iSspreskite Siuos tiesinio programavimo uzdavinius:
a) min ir max (—3z +y)

dr + 3y > 0,
6x —y <6,
x+y <4,
z > 0.
Sprendimas
Nubréziame tieses:
4+ 3y =0(L1),
6x —y =6(Ls),
T+ Yy = 4 (Lg) s
=0 (L4) .

Kad rastume sritj {2, nustatome kiekvienos nelygybeés sprendiniy aibe (pazymédami
ties kiekviena tiese jos krypti). Geometrigkai sprendziant nelygybe 4x + 3y > 0,
pirmiausia bréziama tiesé 4x + 3y = 0, pazymint du jos taskus, t. y. tokius
taskus, kuriy koordinatés tenkina tiesés lygti, pavyzdziui, (0; 0) ir (—3; 4). Tada
nustatome, kurios pusplokstumeés tasky koordinatés tenkina nelygybe. Imkime bet
kurj taska, nepriklausantj Siai tiesei, pavyzdziui, taska (—1,—1). Kadangi tasko
(=1, —1) koordinateés netenkina Sios nelygybeés, t.y. 4-(—=1)+3-(=1) >0 (=7 >0 -
neteisinga nelygybeé), tai nelygybés sprendiniy pusplok$tumeé yra prieSingoje puséje
negu taskas (—1,—1). Dabar rodykle paZymime Sios nelygybés sprendiniy aibe.
Atliekame tokius pat veiksmus su kitomis tiesémis, t. y. rodyklémis nurodome
kiekvienos tiesés sprendiniy aibes. Nelygybés 6z —y < 6 sprendiniy aibé yra tiesés
6x — y = 6 kairéje puséje. Kitos nelygybés x 4+ y < 4 sprendiniy pusplokstumeé yra
Sios tiesés apacioje, o x > 0 — asies Oy desinéje. Visy rastyjy pusplokstumiy tasky
aibé yra sritis €2, kuria uztusuojame.
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Lieka papildyti brézinj lygio tiese —3z + y = 0 ir vektoriumi ¢ = (=3, 1), kurio
koordinatés yra tikslo funkcijoje esantys koeficientai prie z ir y. Atlikus visus
nurodytus veiksmus, brézinys atrodo taip:

A
&N& t
N A
>
24
C 1
3 2 1 2 3 4 >
L3
1 B
1
24
31
L2 L1
Lygio tiesé
3.0.1 pav.

Vektorius ¢ rodo funkcijos f = —3z + y didéjima, todél tiese —3x +y = 0 ,stumia-
me* lygiagreciai vektoriaus ¢ kryptimi, kol pasiekiame tolimiausig srities 2 taska
A. Sis tagkas yra maksimumo taskas, kuris gaunamas susikirtus (L3) ir (Ly) tie-
séms. ISsprende susikertanciy Siame taske tiesiy lygciy sistema, randame tasko A

koordinates:
rT+y= 47 Yy = 4;
{ z =0, = { z = 0.

Taigi tasko A koordinatés yra x = 0 ir y = 4. Apskai¢iuojame funkcijos maksimuma,
tame taske, t. y. tikslo funkcijoje f = —3z + y vietoj x ir y jraSome gautasias
koordinates. Tada

fmax:f(A):_30+4:O+4:4

Lygio ties¢ f = 0, t. y. ties¢ —3z +y = 0, ,stumiame* priesinga vektoriaus c
kryptimi, kol pasiekiame tolimiausig srities (2 taska B. Sis taskas yra minimumo
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taskas, kuris gaunamas susikirtus (L) ir (L) tieséms. Norédami rasti Sio tasko
koordinates, turime spresti sistema:

dr + 3y =0, N 4z 4+ 3y = 0, N 4x + 3 (62 —6) =0,
6x —y =6, y = 6x — 6, y = 6x — 6,
4xr +18x — 18 =0, 22x — 18 =0,
y = 6z — 6,

18 9 9

T = o7 = — €r = —

S IR By
Yy=0-37 ) Y= .

Virsunés B koordinatés yra z = 77 ir y = —17. Apskaic¢iuojame funkcijos minimu-
ma tame taske:

9 12 27 12 39
min — B = —9°+ — _— = - — — = ——,
4 1(B)==3 11+< 11) 11 11 11

Atsakymas. fiax = f(A) =4, kaiz=0iry =4,
fmin:f(B):—%,kaile—gl iry = —12,

b) min ir max(2z + 4y), kai

3z + 2y < 15,
T+ 2y >4,
x—2y <0,
x 20,

y > 0.

Sprendimas
Nubréziame tieses:

1
x+2y=4(Ls),
z—2y=0(Ls),
x=0(Ly),
y=0(Ls).

Kad rastume sritj {2, nustatome kiekvienos nelygybeés sprendiniy aibe (pazymédami
ties kiekviena tiese jos krypti). Geometriskai sprendziant nelygybe 3z + 2y < 15,
pirmiausia bréziama tiesé 3x + 2y = 15, pazymint du jos taskus, t. y. tokius taskus,
kuriy koordinates tenkina tiesés lygti, pavyzdziui, (5, 0) ir (3, 3). Tada nustato-
me, kurios pusplokstumés tasky koordinatés tenkina duotaja nelygybe. Imkime
bet kurj taska, nepriklausantj Siai tiesei, pavyzdziui, taska (0,0). Kadangi tasko
(0,0) koordinatés tenkina Sia nelygybe, t.y. 3-0+2-0 < 15 (0 < 15 — teisinga
nelygybé), tai nelygybés sprendiniy pusplokstumeé yra po tiese 3x 4+ 2y = 15 (toje
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pat puséje, kurioje yra taskas (0, 0)). Tuomet rodykle pazymime Sios nelygybes
sprendiniy pusplokstume. Analogiskai atliekame veiksmus su kitomis tiesémis, t.
y. rodyklémis nurodome kiekvienos tiesés sprendiniy pusplokstumes. Nelygybés
x + 2y > 4 sprendiniy aibé yra virs tiesés x + 2y = 4. Kitos nelygybés x > 0 spren-
diniy pusplokstumeé yra asies Oy desinéje, o y > 0 — virs$ asies Oz. Visy rastyjy
pusplokstumiy tasky aibé yra sritis 2, kuriag uztusuojame.

Lieka papildyti brézinj lygio tiese 2z + 4y = 0 ir vektoriumi ¢ = (2, 4), kurio
koordinatés yra tikslo funkcijoje esantys koeficientai prie = ir y. Atlikus visus
nurodytus veiksmus, brézinys atrodo taip:

Lygio tiesé

3.0.2 pav.

Kadangi aibé €2 yra virs lygio tiesés 2z + 4y = 0, tai lygiagreciai ,stumiame® lygio
tiese vektoriaus c kryptimi, kol pasiekiame artimiausig srities 2 taska. Kadangi
lygio tiesé yra lygiagreti tiesei x 4+ 2y = 4, kurioje yra dvi srities € virSunés B ir
C' (jos gaunamos susikirtus (2) ir (3), bei (2) ir (4) tieséms), tai Siuo atveju mini-
mumas yra atkarpa, esanti tarp Siy tiesiy susikirtimo tasky. Funkcijos minimumui
apskaic¢iuoti pakanka imti bet kurj taska (is Siy dvieju).

Randame koordinates, iSsprende susikertanciy tiesiy Lo ir L3 lygciy sistema:



72 1 SKYRIUS. TIESINE ALGEBRA

T+ 2y =4, r=4-2y, N r=4-2y,
xz—2y=0. 4—-2y—2y=0. —4y = —4.

N r=4-2 -1, N T =2,
y=1. y=1.
Rastame taske apskaic¢iuojame funkcijos minimuma, t. y. tikslo funkcijoje vietoj x
ir y jrasome gautasias koordinates. Tada

Dabar ieskome funkcijos maksimumo tasko, t. y. ,stumiame® tiese 2z + 4y = 0
vektoriaus ¢ kryptimi, kol pasiekiame labiausiai nutolusj aibés €2 taska A, kuris yra
tiesiy Liir L4 sankirta. ISsprende Siy susikertanciy tiesiy lygciy sistema, randame
tasko koordinates:

3z + 2y = 15,
z=0.
Virsunés A koordinatés yra x =0 ir y = 12—5 Apskaic¢iuojame funkcijos maksimuma

tame taske, t. y. tikslo funkcijoje vietoj x ir y jraSome gautasias koordinates. Tada
15
fmax:f(A):20+4?:0+215:30

Atsakymas. fnin = f (BC) = 8 atkarpoje BC,
fimax = [ (A) =30, kai z =0 ir y = 2.

¢) min ir max(2z + y)
z + by < 10,
do —y <4,
—x+ 3y < 6.

Sprendimas
Nubréziame tieses:

x+5y:10(L1),
4o —y =4(Lsy),
— 43y = 6 (Lg).

Kad rastume sritj €, nustatome kiekvienos nelygybeés sprendiniy aibe (paZzymeédami
ties kiekviena tiese jos kryptj). Geometriskai sprendziant nelygybe = 4 5y < 10,
pirmiausia bréziama tiesé x 4+ 5y = 10, pazymint du jos taskus, t. y. tokius taskus,
kuriy koordinatés tenkina tiesés lygti, pvz., (0; 2) ir (5; 1). Tada nustatome, kurios
pusplokstumés tasky koordinatés tenkina duotaja nelygybe. Imkime bet kurj taska,
nepriklausant] Siai tiesei, pavyzdZiui, taska (0,0). Kadangi tasko (0,0) koordinates
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tenkina $ia nelygybe, t. y. 0+5-0 < 10 (0 < 10 — teisinga nelygybeé), tai nelygybés
sprendiniy pusplokstumeé yra po tiese z+5y = 10 (toje pat puséje, kurioje yra taskas
(0, 0)). Tuomet rodykle pazymime Sios nelygybés sprendiniy pusplok$tume. Dabar
atliekame veiksmus su kitomis tiesémis, t. y. rodyklémis nurodome kiekvienos
tiesés sprendiniy pusplokstumes. Nelygybeés 4x — y < 4 sprendiniy aibé yra tiesés
4x — y = 4 kairéje puséje, o nelygybés —z + 3y < 6 sprendiniy pusplokStumé yra
po tiese —x + 3y = 6.

Papildome brézinj lygio tiese 2z + y = 0 ir vektoriumi ¢ = (2, 1), kurio koordi-
natés yra tikslo funkcijoje esantys koeficientai prie z ir y. Atlikus visus nurodytus
veiksmus, brézinys atrodo taip:

A L2
13
4
3
A max
. Ll
c

Lygio tiesé
3.0.3 pav.

Vektorius ¢ rodo funkcijos f = 2z + y didéjima. Taigi tiese 2z + y = 0 ,stumiame”
lygiagreciai vektoriaus ¢ kryptimi, kol pasiekiame tolimiausig srities € taska A.
Sis tagkas yra maksimumo taskas. Jis gaunamas susikirtus (L;) ir (L) tieséms.
Issprende siame taske susikertanciy tiesiy lygciy sistema, randame tasko A koordi-
nates:



74 1 SKYRIUS. TIESINE ALGEBRA

z + 5y = 10, N z = —dy + 10, N x = —dy + 10,
4y —y = 4, 4y —y =4, 4(=5y+10) —y =4,

_ r = —5y + 10, z = —5y + 10,
40 - 20y —y =4, 21y——36
:>{x:—5-12+10 {

_ 36 =

12
- -7

< R
||

Apskaic¢iuojame funkcijos maksimuma taske A, t. y. tikslo funkcijoje vietoj x ir y
jrasome gautasias koordinates. Tada

10 12 20 12 32
x — A = 2 C— _——=— _— = —,
Lygio tiese f = 0, t. y. tiese 2z +y = 0, ,stumdami“ priesinga vektoriaus c
kryptimi, gauname minimumo taska. Taciau pastebime, kad ir kiek toli lygiagreciai
L,stumtume® tiese 244y = 0 pries vektoriaus ¢ kryptj, ji vis tiek turés bendry tasky
su aibe €). Sio uzdavinio sprendinys neegzistuoja, t. y. fmin neegzistuoja. Funkcija
f neaprézta is apacios aibéje €, t. y. tikslo funkcija f gali jgyti kiek norima maza
reiksme. Siuo atveju fui, = —oo.
10

Atsakymas. fmax = f(A) =322 kaiz =22 ir y = 2, fruin = —00.

d) min ir max(—3x + y)

42y <2,
r—y Z 37
y > 0.
Sprendimas
Nubréziame tieses:
x+2y=2(Ly),
r—=Yy= 3 (LQ) )

Kad rastume sritj 2, nustatome kiekvienos nelygybés sprendiniy aibe (pazymeédami
ties kiekviena tiese jos krypti). GeometriSkai sprendziant nelygybe z + 2y < 2,
pirmiausia bréziama tiesé x + 2y = 2, pazymint du jos taskus, t. y. tokius taskus,
kuriy koordinatés tenkina tieseés lygti, pavyzdZiui, (0; 1) ir (2; 0). Tada nustatome,
kurios pusplokstumes tasky koordinatés tenkina nelygybe. Imkime bet kurj taska,
nepriklausantj Siai tiesei, pavyzdZiug, taska (0,0). Kadangi tasko (0,0) koordinates
tenkina Sia nelygybe, t. y. -0+2-0 < 2 (0 < 2 — teisinga nelygybé), tai nelygybes
sprendiniy pusplok$tumé yra toje puséje kaip ir taskas (0,0). Dabar pazymime
Sios nelygybés sprendiniy aibe rodykle. Atliekame tokius pat veiksmus su kitomis
tiesémis, t. y. rodyklémis nurodome kiekvienos tiesés sprendiniy aibes. Nelygybés
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x —y > 3 sprendiniy aibé yra tiesés x — y = 3 apacioje, o y > 0 — virs Ox asies.
Visy rastyjuy pusplokstumiy tasky aibé yra sritis €2, taciau Siuo atveju pastebime,
kad visy trijy nelygybiy sprendiniy pusplokstumeés bendry tasky neturi. Taigi sritis
Q yra tuscia aibé ir uzdavinys sprendiniy neturi.

PapildZius brézinj lygio tiese —3z+y = 0 ir vektoriumi ¢ = (—3, 1), brézinys atrodo
taip:

Lygio tiesé

Atsakymas: sprendiniy néra.
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1.8 testas

Gamintojas gamina dviejy tipy gaminius, kuriems reikia dviejy rusiy
zaliavos. Pirmojo tipo (vienam) gaminiui pagaminti sunaudojama

11 pirmosios ir 9 antrosios rusies zaliavos (vienety).

Antrojo tipo gaminiui — 15 ir 7.

Pirmosios rusies zaliavos atsargos yra 25 500,

antrosios — 16 830 (vienety).

Gamintojas iSleidzia darbo uzmokes¢iui 2 [Eur] pirmojo tipo (vienam)
gaminiui pagaminti ir 10 [Eur| — antrojo.

Darbo uzmokes¢iui privaloma iSleisti ne maziau kaip 1 700 [Eur].
Realizuojant pirmojo tipo gaminj, gamintojo pajamos yra 6 ([Eur| uz
vieneta) ir 3 — uz antrojo.

Pazymeékime gamybos plana (z;,z,).

Esant gamybos planui (2, x,), antrosios rusies zaliavos
isleidziama
D 112,415z, @) Tz,492,; @) Tr+llz,; @ 11w, 47z,
® 9z, +152,; O 9z, +7x,; (@ 11z,+9z,; @) 152,4+7z,.

Darbo uzmokescio apribojimai reiskiami nelygybe
D 32,+62,<1700; (D) 16830z, +255002,>1700;

@ 62,+32,>1700; @ 3z,+63,>1700;

®) 6x,+32,<1700;  ©) 10z,422,<1700;

M 22,+10x,>1700; @) 16830z, +255002,<1700.

Leistinyjy plany aibé apibréziama taip

11 1 11 1
35500 T1 7 Tro0 ¥2 <1 25500 %1 Tro0 T2 21
1 7 . 1 7 .
@ 1870 %1 18302221} @ 1870 %1 Tes30 %281}
1 1 1 1
550011 179 22 <1 s50 21T TR0 T2 21
11 1
35500 L1 700 L2 =1
>0, y>0 p -
€) ; @ oot Tesmea>l
1 1 1870 L1 T 16830 L2724
F50 81T TR0 2 <1 | |
I
g50 21t 170022
11 1
>0, y>0 75500 £1 T7o0 22 S 1
11 . 1. . 1. T .
® 75500 21T T00 %2 <1 3 ©® Te0 %1t Tess0 %2 >1 5
1 7 1 1
Te70 %11 Tesso L2 1 s50 L1t o t2 21
11 1 11 1
25500 1T T7o0 T2 <1 75500 L1+ Tro0 L2 <1
1 7 . 1 7
@ T870 %1+ 16830 L2 <1 5 @ 870 %1+ Tes30 T2 <1

1 1 1 1
550 01T 170 %221 s50 %1 T TR0 %2 <1
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Maksimalias pajamas gamintojas gauna, esant gamybos
planui (z,,z,)
D (850,0); @ (0,1700); @) (1275,765);
@ (0,170); (@ (1870,0); ©® (0,0).

Maksimalios pajamos yra — [Eur].
Dooas; De60; B 2625 De; ® 11220 © —4; @ 5 100.

3.1. Savarankisko darbo uzduotys
1.20 uzduotis

Grafiskai pavaizduokite Siy tiesiniy nelygybiy sistemy sprendiniy aibes ir apskai-
¢iuokite jy kontury virsuniy koordinates:

6x — Ty > —30, 20 — 3y > — 12,
a) x + 4y < 26, b) 4z +y < 46,

5z 4 2y < 40, T+ 2y <22,

y > 0. 2z — 3y < 16.

1.21 uzZduotis

Grafiskai isspreskite Siuos tiesinio programavimo uzdavinius:
3z +1y <6,
3x — Yy g 47
z>—1,
y>—2
4o +y < 4,
b) max(2z +y), kai ¢ 2z —y > — 4,
T+y>—2.
x4+ 2y < 4,
r+y=>1,
x>0,
y>—1
x + 6y < 30,
2r—y <8,
d) max(3z + 2y), kai ¢ 3z + 2y > 6,
y =0,
x> 0.
T+ 6%2 < 30,
211 — 12 < 8,
e) min(3z; + 2x2), kai ¢ 3z + 2z2 > 6,
1 2> 0,
T2 Z 0.

a) min(2x + 3y), kai

¢) min(z — 2y), kai
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1+ T2 > 5,
2x1 + 5x2 > 10,
T Z 0,

z2 > 0.

321 + bz < 32,
2x1 + 22 < 12,
X1 Z O,

xTo Z 0.
21)1 — X9 Z — 4,
T+ a0 > — 2,
41’1 + x99 < 4.

f) min(3x; + 425), kai

g) min(4x; + 3z3), kai

h) min(2z, + z2), kai

TIESINE ALGEBRA



2 skyrius

Matematiné analize

1. Aibés, funkcijos ir lygtys

Raktiniai Zodziai: Aibés savoka. Aibés elementas (a € A). TuSCioji aibé (2).
Skai¢iy aibeés (N, Z, @, R). Skaiciy intervalai. Poaibis (A C B). Aibiy sajunga
(AU B) ir sankirta (A N B). Funkcijos apibrézimas, pavyzdziai ir reiSkimo budai.
Skaiciy sekos. Formulés. Funkcijos grafikas. Elementariosios funkcijos. Lygtys ir
nelygybés. Apytikslis lygciu sprendimas. Funkcijos ekonomikoje.

Literatura: [Rum?76] XIII skyrius, 195-222 p.; [Apy01] IT skyrius, 21-35 p.; [Mis99]
111-118 p.; [Stu08] 5 skyrius, 85-112 p.; [Bud08] 54—68 p.

1.1. Aibés sgvoka

Atskiry objekty rinkiniai, grupés, sistemos, kompleksai matematikoje vadinami
aibémis. Zymima: A, B, C, D, ...
Aibe sudarantys objektai vadinami aibés elementais.

Pavyzdziui,

A={ay,a2,...,an};

N ={1,2,3,...} — naturaliyjy skaiciy aibé;
P={2,3,57,11,13,17,19,23,...} — pirminiy skaiciy aibé;
L={neN:n=2k, k=1,2,...} — lyginiy naturaliyjy skaic¢iy aibé;
C = {12}, {1}, {2});

D = {N}.

Jeigu a yra aibés A elementas (priklauso tai aibei), tai raSoma a € A.
Jeigu a néra aibés A elementas, tai raSoma a ¢ A.

79
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Pavyzdziui, 1 € {0,1,3,5}, 2 ¢ {0,1,3,5}.
o Aibés gali buti baigtinés, t. y. turéti baigtinj elementy skai¢iy (aibeés A, C
ir D baigtinés), prieSingu atveju - begalinés (skai¢iy aibés P ir L).
o Aibés A= {ay,...,a,} elementy skaifiy n Zymime |A| = n. PavyzdZiui,
aibé C turi tris elementus (kurie yra aibés {1,2}, {1}, {2}): |C| = 3. Aibe
D turi viena elementa (|D| = 1), kuris yra begaliné naturaliyjy skaiciy aibée
N.

e Tuscia aibé neturi elementy. Ji Zymima @.

o Universali aibé (U, 2) — visos nagrinéjamos aibés yra jos poaibiai.

Skaiciy aibés
Paminékime gerai zinomas matematikoje skaiciy aibes:
N ={1,2,3,...} — naturaliyjuy skaiciy aibé;
P={2,3,57,11,13,17,19,23,...} — pirminiy skai¢iy aibé;
Z=A{..,-2,-1,0,1,2,3,...} — sveikyju skaiciy aibe;
Q= {@, m € Z,neN.. } — racionaliyjy skaiciy aibé;
n
R — realiyjy skai¢iy aibé.
Realieji skaiciai gali buti pavaizduoti tieséje:
bet kurj realyji skai¢iy atitinka vienintelis tiesés taskas ir atvirkséiai — bet
kurj tiesés taska atitinka realusis skaicius.

Baigtiniai intervalai Begaliniai intervalai
(a; b) (a; +0) 5
a b a
la; 5] [a; +0) o
a 5 a -
la; b) (001 0)
—_ —_
a b b
(a; b] (— 00, b]
— — —
a b b
(— 00; + OO) ~

1.1.1 pav. Skaic¢iy intervalai
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Aibés poaibis

Jei visi aibés A elementai yra ir aibés B elementai, sakome, kad A yra aibés B
poaibis ir rasome
ACB.

Pavyzdziui, {1,2,3} € {-1,0,1,v2,2,3,7} CR.

1.1.2 pav.

Pastebékime, kad skaic¢iy aibéms galioja:
NCczZcQcR

N

Is poaibio apibrézimo isplaukia, kad A C A, t. y. kiekviena aibé yra savo
pacios poaibis.

Aibés A ir B yra lygios (rasoma A = B), jeigu

A C B arba B C A.

Pavyzdziui, aibés A = {0,3,5} ir B = {5,0,3} yra lygios.

N

o

| Jei aibé A turi n elementy, tai jos poaibiy skai¢ius yra 2.



82 2 SKYRIUS. MATEMATINE ANALIZE

Pavyzdziui,

o tuscioji aibé @ turi viena (2° = 1) poaibj (save),

o aibé A = {a} turi du poabius (2! =2): @ ir A,

o aibé A ={0,1,{0,1}} turi tris elementus: 0 € A, 1 € A, {0,1} € A

ir astuonis poaibius (23 = 8):

2, {0}, {1}, {{0,1}}, {0,1}, {0,{0,1}}, {1,{0,1}}, {0,1,{0,1}}.

2.1 testas

Kuris teiginys yra teisingas?

(A) {t}  {t.{g}}
(B) {9} € {t.{g}}

@ né vienas;

@ (B);
@ abu teiginiai;
@ (A).

Kuris teiginys yra teisingas?
(A) {, (g1} € {y. {a}. )
(B) {y,9} < {y.{a}, 9}

@ né vienas;

@ (B);
@ abu teiginiai;
@ (A).

Kuris teiginys yra teisingas?

(A) 0 € {w,p, 2}

(B) {p,0} C {w,p,z}

D (A);
@) abu teiginiai;
@ né vienas;

@ (B).

Veiksmai su aibémis

Aibiy A ir B sgjunga vadinama aibé, kurios elementai priklauso bent vienai i$
aibiy A, B (t. y. i$ elementy, kurie priklauso arba aibei A, arba aibei B, arba

abiem aibéms A ir B). Sajunga Zymime AU B.

Pavyzdziui, aibiy A = {1,{1},{1,2},3} ir B = {1,{2},{3,4}} sajunga yra AUB =

{1, {1}, {1, 2}, {2},3,{3,4}}.

Aibiy A ir B sankirta vadinama aibé, kurios elementai priklauso ir aibei A,
ir aibei B (t. y. i$ elementy, kurie priklauso abiem aibéms A ir B). Sankirta

Zymima A N B.
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Pavyzdziui,
A= {17 {1}7 {15 2}3 3}3
B = {17 {Q}a {374}}7
ANB={1}.

Aibiy A ir B skirtumu (Zymima A\ B) vadinama aibé, sudaryta i$ ty aibés
A elementy, kurie néra aibés B (nepriklauso aibei) elementai.

Pavyzdziui, kai A = {1,{1},2,{2,3}}, B ={1,{2},{2,3},4}, tai A\ B = {{1},2},
B\ A = {{2},4}.
Pastebékime, kad A\ B # B\ A.

Veiksmus su aibémis ir ty veiksmy savybes daznai iliustruojame bréziniais, ku-
riuose universalioji aibé U vaizduojama kokia nors plokstumos figura (kvadratu,
staciakampiu ar skrituliu), o visos aibés, — tos figuros dalimis. Tokie pieSiniai va-
dinami Oilerio! ir Veno? diagramomis.

AUB

1.1.3 pav.

Aibés A papildinys yra aibé A, sudaryta i$ ty (universaliosios aibés U) ele-
menty, kurie néra aibés A elementa:

A=U\A={zeU: z¢ A}

'Leonhard Euler (1707-1783) — §veicary matematikas, mechanikas ir fizikas.
2John Venn (1834-1923) — angly logikas.
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Tarkime, kad yra dvi aibés A = {aj,az,...,a,} ir
B = {b1,ba,...,by}. Aibé
Ax B={(asb;), i=1,2,....,n, j=1,2,...,m}
vadinama aibiy A ir B Dekarto® sandauga. Esant begalinéms aibéms,
AxB={(a,b):a€ Abe B}

1.1.1 pavyzdys. Tarkime, kad A = {a,b,c}, B = {1,7,11,13}. Visos elementy
poros sudaro aibiy Dekarto sandaugas:

A x B={(a,1),(a,7),(a,11),(a,13),(b,1), (b, 7), (b, 11),
(bv 13)7 (Cv 1)7 (Ca 7)7 (Cv 11)7 (C’ 13)}5
Bx A={(1,a),(7,a),(11,a),(13,a),(1,0),(7,b), (11,5),
(13,0),(1,¢),(7,¢),(11,¢),(13,¢)}.

1.1.2 pavyzdys. Turime dvi realiyju skaiCiy tiesés atkarpas A = [0,1] C R
ir B=1[1,2] CR Aibés AxB = {(z,y) : 0< 2z <1, 1< y<2}ir
BxA=A{(xy: 1<2<2 0<y <1} yra du skirtingi sta¢iakampiai rea-
liyjy skai¢iy pory plokstumoje R? = R x R.

Operacijy su aibémis savybés

1 AUB=BUA komutatyvumo

2 ANB=BnNA désniai

3 (AUB)UC =AU (BUCQ) asociatyvumo

4 (ANB)NC=AnNn(BNC) desniai

5 | AU(BNC)=(AUB)N(AUC) distributyvumo

6 | AN(BUC)=(ANB)U(ANC) désniai

7 AUB=ANB de Morgano

8 ANB=AUB désniai

9 AUA=A idempotentumo

10 ANA=A désniai

11 Aud=A

12 ANnU=A U — universalioji aibé
13 AUA=U

14 ANA=0

15 (A)=4 dvigubojo neigimo désnis

3René Descartes (1596-1650) — pranciizy filosofas ir matematikas.



1. AIBES, FUNKCIJOS IR LYGTYS 85
2.2 testas
U @
o qy; q,Uy;
farap\lery = g g0
@ {g,rul; & {u}.
%?/};} %?’g};}
_ 795 rT,gy;
{w.g} Uig) = ® 0; ® {z};
@{r}; & {ra}.
% ét}; % }y,p}t};
_ ; Y,Py;
PO = ey ® bk
@ {y,t}; @ {p,t}.

RUD = OR @K @R @2 O (R

VUP = @QVNP, @VUP, @0, @VUP;

®

v

N

P.

1.2. Funkcijos apibrézimas

nors viena aibés B elementa. Rasome

f:A— B.

Tarkime, kad f yra taisyklé, kuri kiekvienam aibés A elementui priskiria kurj

Pavyzdziui,

A = {Jonas, Petras, Biruté} — firmos darbuotojy aibe,
B = {vadovas, pavaduotojas, referentas} — pareigy aibé.
Taisyklé f, kuri nurodo darbuotojo pareigas:

Jonas — vadovas
f: Petras — pavaduotojas
Birute — referentas
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yra funkcija.

Tarkime, kad a € A, b € B. Tada funkcija galima apibrézti jos reikSmémis
f(a) = b. Pazymékime, JJ — Jonas Jonaitis, PP — Petras Petraitis, JP — Jonas
Petraitis, PJ — Petras Jonaitis, v — vadovas, p — pataréjas, r — referentas. Taisyklé
g:

g(JI) =v, g(JP)=p, g(PI) =p, g(PP) =7

irgi yra funkcija.

Funkcijos apibrézimo ir reikSmiy sritys

Aibé A vadinama funkcijos f : A — B apibrézimo sritimi, visy reikSmiy
f(a) aibé vadinama funkcijos reikSmiy sritimi.

Paveiksle pavaizduota funkcija
f:A— B, A={a,b,c,d}, B={a,p,7,0}.
Jos reikSmiy aibe yra {«, 8,0} C B.

1.2.1 pav.

Pagrindiniai funkcijos apibrézimo srities reikalavimai:

1. Funkcijos y = ¥ Ezg (g(x), h(x) — daugianariai) apibrézimo sritis yra sistemos

T € R, sprendiniy aibé
hz)£0 P 1 abe.

Pavyzdziui, funkcijos y = 22+

27+, apibrézimo sritis yra sistemos
{ T € (—00; +00) arba { x € (—00; +00)

2 —4#0, x4 +2, sprendiniy aibé.
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2. Funkcijos y = %/g(x), k =1, 2, 3, ...(k € N) apibrézimo sritis yra nelygybés
g(x) > 0 sprendiniy aibe.
Pavyzdziui, funkcijos y = /3x + 5 apibrézimo sritis yra nelygybés 3z+5 > 0,
arba x > —% sprendiniy aibé. Taigi D(y) = [—%; +00).
Funkcijos y = /x — 4 apibrézimo sritis yra nelygybés x — 4 > 0, arba z > 4
sprendiniy aibé, t. y. D(y) = [4; +00).

g(x) >0,
3. Funkcijos y = logy, ;) g(x) apibrézimo sritis yra sistemos { h(z) > 0, spren-
h(z) #1
diniy aibé.
x4+ 3 >0,
PavyzdZziui, funkcijos y = log, , 4(x+3) apibrézimo sritis yra sistemos ¢« +4 > 0,
r+4#1,
x> -3,
arba { = > —4, sprendiniy aibé. Taigi D(y) = (—3;+00).
x # =3,

4. Funkcijy y = arcsin g(x) ir y = arccos g(x) apibrézimo sritis yra nelygybeés
lg(x)] < 1, arba dvigubos nelygybés -1 < x < 1 sprendiniy aibe.

PavyzdZiui, funkcijos y = arcsin(x—3) apibrézimo sritis yra nelygybés |« — 3| <
1, arba dvigubos nelygybés -1 < x - 3< 1 sprendiniy aibé. Turime: —1 <
x—3<1,2<z<4. Dy =[24].

5. Funkcijos y = tg (g («)) apibrézimo sritis yra sistemos
x € (—o0; +00)
{ g(x) # 5 +mm,n e’
PavyzdZiui, funkcijos y = tg(4x) apibréZimo sritis yra sistemos
x € (—o0; +00) b x € (—00;400)
dr # 5 +7mn,n € Z, arba r# T+ nel
Dy)={s:2€Rax#L+ nel}.

sprendiniy aibé.
sprendiniy aibé, t. y.

6. Funkcijos y = ctg(g(x)) apibrézimo sritis yra sistemos
x € (—o0;+00)
{ gx) #mn,n e’
Pavyzdziui, funkcijos y = ctg (5z) apibrézimo sritis yra sistemos
x € (—o0; +00) b x € (—o0; +00)
{Bx;ﬁwn,nez, R =n e,
D(y)={z:zeR o+ nel}.

sprendiniy aibé.

sprendiniy aibé, t. y.
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1.2.1 pavyzdys. Raskite funkcijy apibrézimo sritis:
a) Yy =57

Sprendimas
Si funkcija turi prasme su visomis x reikSmeémis, iSskyrus tas, su kuriomis vardiklis

lygus nuliui. Vadinasi, 2x — 4 # 0, 2z # 4, © # 2. Tuomet D(y) = (—o0;2) U
(2; +00).

Atsakymas. D(y) = (—00;2) U (2; +00).

_ _2x—3
b) Y= 22 3z12"

Sprendimas
Si funkcija turi prasme su visomis x reikSmeémis, iSskyrus tas, su kuriomis vardiklis

lygus nuliui. Vadinasi, 22 — 32 +2#0, 2 # 1 ir 2 # 2. D(y) = (—o0;1) U (1;2) U
(25 +00).

Atsakymas. D(y) = (—o0;1) U (1;2) U (2; +00).
c)y=+vr—4

Sprendimas
Kvadratiné saknis apibrézta, jei jos posaknis neneigiamas: x — 4 > 0, z > 4 arba
D(y) = [4;+00).

Atsakymas. D(y) = [4;+00).
d)y=+vz2—-5x+6

Sprendimas

Kvadratiné Saknis apibrézta, jei jos posaknis neneigiamas: x2—5x+6 > 0, (x — 2) (x — 3) >
0,

x < 2,2 23 arba D(y) = (—o0; 2] U [3; +00).

Atsakymas. D(y) = (—oo;2] U [3; +00).
o) y=vA—x+ B

Sprendimas

Sioje funkcijoje posaknis negali biiti neigiamas, reiskinys po logaritmu gali buti tik
teigiamas, o vardiklis negali buti lygus nuliui. Vadinasi, apibrézimo sritis bus tos x
reikSmeés, kurios tenkins nelygybiy sistema:

4—x >0, r < 4,
r+2>0, =< z>-2, = (-2;0)U(0;4].
x#0 x#0

Atsakymas. D(y) = (—2;0) U (0;4].



1. AIBES, FUNKCIJOS IR LYGTYS

2.3 testas

89

Nustatykite funkcijos f(x) = 5"”2;2%6“2 + 11
apibrézimo srit;j.

D (—o0,6); @) (—o0,6];

@) [6,+00); @ (—o0,6) U(6 +00);
® (—o0, +00); ® (—00,—6) U (6,+00);
@ (=00, —6) U (=6, +00); @ (6, +00).

Nustatykite funkcijos f(z) = Y222 4 12 cos (—14x)
apibrézimo sritj.

D (=00, =10) U (=10,0) U (0, 4+0); @ (—o0,—10];

@ [~10,+00); @ (—o0, +00);

® [10, 00); ® (—o0,—10) U (—10, 4+00)
(M (—o0,10) U (10, +00); ® o;

®) (—oc0,0) U (0,10) U (10, 4+00); O (—c0,10]

Nustatykite funkeijos g(z) = 2E+8) _ 145in (102
3 3z
apibrézimo sritj.

D (—o0,+00); @ (-8 (0, +00);

@ ; @ (-0

® (—o0,8]; ©® (-, 8)U( 8, +00);
@ [8,00); ® [—8,+00);

O (—00,8) U (8,40); @) (—o0,0)U (0,8) U (8, +00).

Nustatykite funkcijos f(z) =+/In(z + 14)+ i—ig
apibrézimo sritj.

@ (_00700)5 @ [4» 14]?
@ [7007 4) U [8: +OO)5 @ [713» 78] U [74’ +OO);
@ [87 OO)? @ [7137 78) U [87 14)?

M [-13,-8)U[4,00); @) [-13,—8) U [—4,+00).

1.3. Funkcijy pavyzdziai

Dolerio kursas

Surasykime j lentele Europos Centrinio Banko nustatytus JAV dolerio kursus [Eur]:
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data 2015-01-01 | 2015-01-30 | 2015-02-06
Eur wz $ | 0,82366 0, 88456 0,87359
data 2015-02-20 | 2015-03-02 | 2015-04-02
Eur uz $ 0,88511 0,89071 0,92336
data 2015-05-02 | 2015-05-20 | 2015-06-02
Eur wz $ | 0,89166 0, 89944 0,90670

Turime funkcija L : D — R. D — daty aibé, R — realiyjy skaiciy aibé.

Pateikta lenteléje informacija leidzia suzinoti dienos d dolerio kursa k = L(d).
Kintamasis d vadinamas nepriklausomu kintamuoju, o funkcijos reiksmé k —
priklausomu kintamuoju.

Paprastyjy palukany skai¢iavimas

Tarkime, kad bankas moka r% (procenty) paprastyjy palukany per metus ir pra-
dinis jnasas j banka Sy[Eur]. Tada sukaupta po n mety suma

Sudétiniy palukany skaiciavimas

Tarkime, kad bankas moka r% (procenty) sudétiniy palukany per metus ir pradinis
inasas | banka Sy[Eur]. Tada sukaupta po n mety suma

S, (n) = 8, (1+&)“.

Taigi abiem atvejais S, ; : N — R.

1.4. Funkcijos grafikas
Nagrinésime skaiéiy funkcijas, t.y. f: A — B, kai A C R, B C R. Tarkime, kad
A yra baigtinis arba begalinis intervalas. Tada aibe A galima pavaizduoti skaiciy
ties¢je O, (abscisiy asyje), o funkcijos reikSmes y = f(z) vaizduojame vertikalioje
(ordinaciy) asyje O,. Taigi plokStumos taskai, kuriy Dekarto koordinatés (z,y),
sudaro kreive — funkcijos grafika.

Paveiksle pavaizduoti funkcijy y = x + 1 ir y = 22 grafikai.
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1.4.2 pav.

1.5.
Tarkime, turime funkcija y = f (z), z € R.

Funkcijy grafiky transformacijos

1. Funkcijos g (z) = f (x) £ C, C > 0 grafiko bréZimas.

o Funkcijos g () = f(x) + C grafikas gaunamas pakelus funkcijos y
f (z) grafika per C aukstyn.

o Funkcijos g (z) = f (x) — C grafikas gaunamas perkélus funkcijos y
f (z) grafika per C Zemyn.

Grafiko koordinatés apskaic¢iuojamos pagal formule (xg, f (zo) &= C).

1-
A1~
! \\\
i N
3 5 5‘ 10
_____ x
~a_ |
~4]
1 2] -
f \\
i S
5 B = -
~4)
— il — — it — y=ilw) — — y=i)-3
1.5.3 pav. 1.5.4 pav.

2. Funkcijos g (z) =

—f (x) grafiko brézimas.

o —f(x) grafikas yra simetriskas y = f (z) asies Oz atzvilgiu.
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/f{_
;)
s |
/ 05
d “
- u
-10 5 0 3 10
| prag
i rd
-05 Vs
L,
by
by
[
[— ) —— )]
1.5.5 pav.

3. Funkcijos g (z) = f (—z) grafiko brézimas.
o f(—=x) grafikas yra simetriskas y = f (z) asies Oy atzvilgiu.
4. Funkcijos g (z) = f (z £ a), a > 0 grafiko bréZimas.

e f(xz+a),a> 0 grafikas gaunamas funkcijos y = f (x) grafika pastumus
i kaire per a vienety.

e f(xz —a),a> 0 grafikas gaunamas funkcijos y = f (x) grafika pastumus
i desine per a vienety.

Grafiko koordinatés apskaic¢iuojamos pagal formule (xg F a, f (z0)).

1

054

A ]
— ) — =y

1.5.6 pav.

A%

— T — — 3

1.5.7 pav.

5. Funkcijos g () = f (ax), a # 0 grafiko brézimas.
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o Kai a > 1, funkcijos f (ax) grafikas gaunamas suspaudziant f (x) gra-
fika a karty Ox aSies atzvilgiu (iSilgai Oz asies).

o Kai 0 < a < 1, funkcijos f (ax) grafikas gaunamas iStempiant f ()
grafika Oz asies atzvilgiu — karty.
a

1.5.8 pav. 1.5.9 pav.
e Kai —1 < a < 0, funkcijos f (ax) grafikas gaunamas iStempiant f (x)
grafika Ox asies atzvilgiu W karty ir atliekama simetrija Oy asies at-
zvilgiu. !

o Kai a < —1, funkcijos f (ax) grafikas gaunamas suspaudziant f ()
grafika |a| karty ir atliekama simetrija Oy aSies atzvilgiu.

Grafiko koordinatés apskaic¢iuojamos pagal formule (%, f (xo)).

- 1 .
P 1
s 1 A
// \‘ I
/// LR /Djll
-
! o
—_—
i 5 0 w -l 5 0 3 U
| Pras
| s
- /
05 - sl
i e i
Vs /
/
1\ i
— y=fim) — — y=H-x/)
1.5.10 pav. 1.5.11 pav.

6. Funkcijos g (z) = A- f (z), a # 0 grafiko brézimas.
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o Kai A > 1, funkcijos A- f () grafikas gaunamas f () grafika iStempiant
A karty asies Oy atzvilgiu.

o Kai0 < A < 1, funkcijos A- f (z) grafikas gaunamas suspaudziant f (x)
1
grafikg 1 karty asies Oy atzvilgiu.

Grafiko koordinatés apskaifiuojamos pagal formule (zg, A - f (x0)).

[
]
i
X ]
— i) = = =) — =) = = =DM

1.5.12 pav. 1.5.13 pav.

7. Funkcijos g (z) = f (Jz|) grafiko brézimas.

o Funkcijos f (|z|) grafikas gaunamas,
kai 2 > 0, paliekama deSinéje pusplokstumeéje esanti f (z) grafiko dalis,
kai 2 < 0, funkcijos f(x) grafikas nutraukiamas ir atliekama teigiamos
grafiko dalies simetrija Oy asies atzvilgiu.

.-
A
Fan
PR
/s 05'.
v
- I
’-f
-10 —I5 0 5I IIU
x
-03
— ) — — =)

1.5.14 pav.
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8. Funkcijos y = |f (z)| grafikas gaunamas funkcijos f (z) grafiko dalj, esancia
apatinéje pusplokstuméje, simetriskai atspindéjus asies Ox atzvilgiu.

1.6. Interpoliacija

Tiesés lygtis

Tarkime, kad Zinomos dvi tiesinés funkcijos y(x) = ka + b reikSmeés y (x,) = y; ir
y (x4) = yy. Tai reiskia, kad funkcijos grafikas — tiese, einanti per taskus A; (z4;y;)
ir As (x4;y5). Tada bet kuriam Sios tiesés taskui (z;y) galioja lygybeé:

25 _Yh (1.6.1)
Lo — Iy Y2 — U
arba
y=2"% BT o (1.6.2)
Lo — I Lo — Iy

Taigi koeficientai k ir b lygus:

Yo~ Y1 b:_yz_yl
x2*x17 Lo — T

k=

T+ Yy

1.6.1 pavyzdys. Uzrasykime, pavyzdziui, tiesés, einancios per taskus A(1;2) ir
B(2;1), lygti.

Sprendimas
Turime z1 =1, y; = 2, x5 = 2, yo = 1. Taikome formule 1.6.1:

r—1 y—2

arbay = —z + 3.
Pastebékime, kad ta patj rezultata gausime pritaike 1.6.2 formule.

Atkarpomis tiesiné funkcija

1.6.2 pavyzdys. Akcijos kaina didéjo nuo sausio 7 d. 12 Eur iki vasario 11 d.
20 Eur, paskui mazéjo iki vasario 28 d. 15 Eur. Sudarykime atkarpomis tiesing
kainos funkcija k(t).

Sprendimas
Laika ¢ matuosime dieny skai¢iumi nuo mety pradzios: sausio 7 d. pazymékime

t, =7, vasario 11 d. t, = 42 ir vasario 28 d. t5 = 59. Tada, kai t € [ty,t,], turime
tiesés, einancios per taskus (7;12) ir (42;20), atkarpa. Kai ¢ € [ty,t5] — per taskus
(42;20) ir (59;15). Taigi pirmuoju atveju

k—12  t-7
20—12 42-7’
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o antruoju —
k—20  t—42
15—20 59 —42°
Uzrasome
k(1) = 2 t+ 22 ~0,2286t + 10,40, kai 7 < ¢ < 42,
T -2 t+ 22~ —0,2941¢ + 32,35, kai 42 < ¢ < 59.

Apskaic¢iuokime akcijos kaing sausio 17 ir vasario 21 dienomis. Sausio 17 d. yra
17-0ji mety diena. Kadangi 17 € [7,42], gauname

k(17) ~ 0,2286 - 17 + 10,40 = 14,29 (Eur).
Vasario 21 d. yra 31 4+ 21 = 52-0ji mety diena. Turime 52 € [42,59] ir

k(52) ~ —0,2941 - 52 + 32,35 = 17,06 (Eur).

Parabolés lygtis
Raskime parabole
y = az’ + bz +c,

einancig per tris zinomus taskus, nesancius vienoje tiesé¢je. Tarkime, kad zinomi
taskai Ay (213y1), Ay (T219s), Ag(w33y3) It ) # @y, 7y # 73, 7y # x3. Tada
kvadratinj trinarj galima uzrasSyti taip:

(x —x9) (v —3)
Ty —Ty) (T —23)

Si formulé vadinama Lagranzo® interpoliaciniu daugianariu (polinomu).
1.6.3 pavyzdys. Raskime parabole, einancia per taskus (7;12), (42;20) ir (59; 15).

Sprendimas

L (t—42)(t 59 (t —7)(t — 59)
k() =12 (7T—42)(7—59) 20 (42 - 7)(42 - 59)
(t —7)(t — 42)

15 50 =) (50 — 42)

12(2 — 101¢ + 2478)  20(¢2 — 68t + 413)

1820 595

4Joseph Louis Lagrange (1736-1813) — pranciizy matematikas ir mechanikas.
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15(2 — 49t + 294)
* 884
_ 311, 22311 16453
30940 ' 30940 ' 2210

Turime
k(t) =~ —0,0101¢% 40,7211t + 7,444.

Apskaiciuokime k(17) ir k(52):
E(17) ~ —0,0101 - 172 +0,7211 - 17 4 7, 444 ~ 16, 80,
E(52) ~ —0,0101 - 522 + 0, 7211 - 52 4 7,444 ~ 17, 76.

»

P =17 t=32

1.6.1 pav.

1.7. Funkcijos ekonomikoje

Sanaudy padengimas

Gamybos sanaudos — bendrosios sgnaudos (T'C — angl. Total Cost) — yra pastoviy-
ju ir kintamyjy sanaudy suma. Pastoviosios sanaudos (FC — angl. Fized Cost),
pavyzdziui, patalpy nuoma, pastaty energijos sanaudos, jrenginiy prieziura, nepri-
klauso nuo gaminiy skai¢iaus. Kintamosios sanaudos (VC — angl. Variable Cost)
priklauso nuo gaminiy skaiciaus: medziagy sanaudos, jrenginiy naudojimo, parda-
vimo. Pazymékime x — pagaminty ir parduoty gaminiy skai¢iy. Sanaudy funkcija
zymésime T'C(x). Papraséiausiu atveju TC(x) yra tiesiné funkcija:

TC(x) =VCzx+ FC.
Pajamy funkcija R(z) — (angl. Revenue):

R(z) = px.
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Cia p (angl. price) — vieno parduoto gaminio kaina. Pelno funkcija P (angl. Profit)
gauname taip:

P(z) = R(zx) —TC(z) =px — (VCx + FC) = (p—VC)x — FC.

Taigi gautos pajamos padengs gamybos sanaudas, jei P(x) > 0 arba pagaminty

ir parduoty gaminiy skaicius
FC

p—VC’
1.7.1 pavyzdys. Vieno gaminio savikaina apskaic¢iuojama pagal formule

x> (1.7.3)

S(z) = 15, kai z < 1 000,
T 15—In(x—999), kaix > 1 000.

Pastoviosios gamybos islaidos yra 10 000 Eur. Vieno gaminio pardavimo kaina yra

20 Eur. Apskaic¢iuokime gaminiy kiekj, nuo kurio prasidés pelnas.

Sprendimas
Uzrasykime pelno funkcija, kai < 1 000:

P(z) = 20z — (152 + 10 000).

IS nelygybés P(x) > 0 pagal (1.7.3) formule, gauname z > 2 000. Taigi matome,
kad pelno funkcijai reikia taikyti formule
P(z) = 20z — ((15 — In (x — 999))z + 10 000)
= (5 + In(z — 999))x — 10 000

ir iSspresti nelygybe P(x) > 0.
Apskai¢iuokime kelias funkcijos P(z) reikSmes:

x P(x)
1000 | —5 000,00
1010 | —2 528,13
1020 | —1 794,59
1 080 146,01

Matome, kad lygties P(x) = 0 sprendinys z, priklauso intervalui nuo 2; = 1 020
iki x5 =1 080, nes P (z1) < 0 ir P (z5) > 0.
Isspreskime Sia lygti apytiksliai, taikydami dalijimo pusiau (dichotomijos) meto-
da’. Apskai¢iuokime funkcijos P(x) reikime taske (atkarpos [z, ,] vidurio taske)
xy+x5 102041080

= = - 1 .
3 B 2 050

5 Daugiau apie apytikslius sprendimo metodus zr.:
Kvedaras B.; Sapagovas M. Skaic¢iavimo metodai. Vilnius: Mintis, 1974. 516 p.
Ciegis R.; Buda V. Skai¢iuojamoji matematika. Vilnius: TEV, 1997. 221 p.
Plukas K. Skaitiniai metodai ir algoritmai. Kaunas: Naujasis laukas, 2000. 548 p.
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Gauname P(1 050) = —621,58. Atkreipkime démesj, kad lygties sprendinys
priklauso intervalui (zs,z5), nes Sio intervalo galuose funkcija P(x) jgyja skirtingy
zenkly reiksmes. Taigi apskaic¢iuojame

w5+ 1z, 1050+ 1080

= =1 065
4 2 2
ir P(1 065) = —213,02. Konstruojame kita artinj (visos reik§meés z,, sudaro skaiciy
seka, kuri artéja® prie lygties sprendinio z,):
1 065+ 1 080
vy =22 OO o725,

2 2

Apvalinkime z5 ~ 1 073 (ieskome sveikojo gaminiy skai¢iaus z,) ir apskaiciuo-
kime P(1 073) = —16,74. Taigi

o5+,  1073+1080

=1 076, 5.
2 2 ’

:I:G:

Dabar apvalinkime x4 =~ 1 076 (svarbu neprarasti intervalo, kuriame pelno funk-
cija keidia zenkly!). Kadangi P(1 076) = 53,93 > 0, matome, kad pelno funkcijos
reikSmeé jau yra teigiama ir reikia imti intervala (x5, z4):

z5+2g 107341076

Ty 5 3 074,5

Apvaliname z,; ~ 1 074 ir apskaiciuojame P(1 074) = 6,98. Kadangi P(1 073) <0
ir P(1074) > 0, gauname, kad x, = 1 074 yra minimalus gaminiy skai¢ius, nuo
kurio gamyba nebus nuostolinga.

Paklausos modeliavimas

Tam tikros prekés paklausa daznai aprasoma sio pavidalo funkcijomis:

£=e' kaix >a
— T—b"’ ’
y(@) = { 0, kai x < a. (1L.7.4)

Cia x — pirkéjo pajamos per laiko vieneta (pavyzdziui, per ménesj), y(x) — perkamy
per ta patj laikotarpj nagrinéjamos prekés vienety skaicius. Parametras k nurodo,
kiek jsigyja Sios prekés vienety vartotojai, turintys neribotas pajamas (rasome: z —
+00). Galima keisti parametro k dimensija. PavyzdZiui, tai gali buti simtas arba
tukstantis vienety. Funkcijos parametrai a ir b yra skirtingi skirtingoms prekéms
ir nurodo konkrecios prekés paklausos specifikg. Atkreipkime démesj, kad a > b ir
a>0.

1.7.2 pavyzdys. Tarkime, kad maksimali paklausa (kK = 1 000 vnt.) ir Zinoma,
kad namy ukiai, turintys pajamas 3 000 Eur, vidutiniskai jsigyja 150 prekés viene-
ty, o turintys pajamas 4 000 Eur — 200 vnt. Raskime (1.7.4) funkcijos parametrus

5 Siuo atveju sakome, kad skaiciy sekos x,, riba lygi =, ir raSome: lim z, = z,.
n— o0
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a, b ir apskai¢iuokime namy ukiy, turin¢iy 5 000 Eur pajamas, Sios prekés paklausa.
Sprendimas

Turime dvi zinomas (1.7.4) funkcijos reiksmes ir parametra k = 1 000:

3000 —-a 4 000 — a

=1000 5 =1 4 =1000 ——— = 200.
y(3 000) = 1000 -or— = 150, y(4 000) = 1 000 00

Sprendziame lygciy sistema

3000—a _ (1
3000—6 — 0519, { 3 000 —a =0,15(3 000 — b),

4000 — a = 0,20 (4 000 — b).

4 000—a __
4 000—b 0’ 20

Atimame i$ antrosios lygties pirmaja:
4000 — a — (3 000 — a) = 0,20 (4 000 — b) — 0, 15(3 000 — b).

Gauname
1 000 = 350 — 0, 05b.

Is ¢ia b = —13 000 ir i pirmosios (ta pati gautume ir i§ antrosios) lygties gauname
—a =0,15(3 000 — (=13 000)) — 3 000 = —600 = a = 600.

Taigi gavome prekes paklausos (1.7.4) pavidalo funkcija

z+13 000’

(@) = 1 000289 kai o > 600,
Y=o, kai z < 600.

Apskaic¢iuokime

5 000 — 600

—1000 2O
y(5 000) 5 000 + 13 000

Az 244 (vnt.).
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2. Ribos ir tolydumas

Raktiniai zZodziai: Skaiciy seka. Funkcijos riba. Funkcijos ribos savybés. Riby
skaic¢iavimo taisyklés. Vienpusés ribos. Funkcijos tolydumas. Trukio taskai.
Literatura: [Bud08] 53-117 p.; [Pek05] 131-155 p.; [Rum76] XIV skyrius, 222-
253 p.; [Mis99] 117-136 p.; [Stu08] 115-119 p.

2.1. Skaiciy seka

Funkcija f (n) = x,, su kuria kiekvienam naturaliajam skaiciui priskiriamas
realusis skaicius, vadiname skaicéiy seka.

Reiskinys f (n) vadinamas bendruoju sekos nariu, nes is jo galima gauti bet kurj
sekos narj x, = f (n) (¢ia n — nario numeris). Seka zymésime simboliu {x,,}.
Pavyzdziui,

1. Formulé z,, = ;7 apibrézia seka

1 2 3 4 _n
xl_2,:52_3)1:3_4’1"4_57"'7$n_n+1a"'
2. Formulé z,, = (—1)" apibréZia seka
ri=—lz=1a23=-1,24=1,..,2,=(—1)", ...

3. Formulé z,, = a1 + d - (n — 1) apibrézia aritmetine progresija
x1=a,x3=a1+d, xs=a1+2-d, ..,z =a1+d-(n—1), ...
4. Formulé z,, = b;¢"~ ' apibrézia geometrine progresija

xr1 = bl, To = blq, xr3 = b1q2, ey Tp = blqnil,

Skaifius a vadinamas sekos {z,} riba, kai kiekviena teigiama (kiek norima
maza) skaiciy e atitinka toks naturalusis skaic¢ius N, kad su kiekvienu n > N
teisinga nelygybe |z, — a| < e.

Kai seka {x,} turi riba skaiéiu a, tai raSome lim z,, = a arba x,, — a, kai n — oo.
n—oo

Baigtine riba turinti seka vadinama konverguojancia. Seka, neturinti baig-
tinés ribos, vadinama diverguojancia.
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2.1.1 pavyzdys. Remdamiesi sekos apibrézimu, jrodykite, kad sekos x,, =, =

1
?:1—:_ - riba lygi 3 Raskite NV, kai € = 0,001.
Sprendimas
1
Kiekvienam teigiamam skaiciui € reikia rasti tokj naturalyjj skai¢iy IV, kad |z,, — 3’ <
€, kai n > N. Taigi
ntl 1 o= B N
—-l<e —| <e n>—— n>-———.
3n+7 3 3(3n+7) 3e 9% 3
4 7 4 7 4 7 1
Skaicius N = {95 - 3] <[9€ — 3} — sveikoji dalis % 3). Taigi 3 yra duoto-
sios sekos riba. 1000 7
Kai e = 0,001, tuomet N = [9 — 3} = 442.

Atsakymas. 442.

Sekos ribos geometriné prasmé

Nelygybé
|z, —a| <e.

yra ekvivalenti nelygybei
a—e<xT, <a-+e.

Skaicius a yra sekos {x,} riba, kai kieviena € > 0 atitinka toks numeris N, kad visi
sekos nariai su didesniais numeriais priklauso intervalui

(a—ga+e),

kuris vadinamas tasko a e-aplinka ir Zymimas U, (a). Tuomet tos aplinkos iSoréje
bus tik baigtinis skaic¢ius sekos nariy.

Monotoninés sekos

o Seka {z,} vadinama didéjancigja, kai su kiekviena n reiksme teisinga ne-

lygybé
Tpt+1 > T,

t.y. kai didesnius nariy numerius atitinka didesni sekos nariai.

o Seka {z,} vadinama mazéjanciaja, kai su kiekviena n reikSme teisinga ne-

lygybé
Tnirl < Tp.

e Kai z,41 > x,, turime nemazéjancia seka.
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o Kai z,,41 < z,, turime nedidéjancia seka.

Nemazéjancios ir nedidéjancios (kartu didéjancios ir mazéjancios) sekos vadi-

namos monotoninémis sekomis.

Seka vadinama apréztgja, kai visi jos nariai priklauso kuriam nors baigtiniam
intervalui (m, M), taigi tenkina salyga m < z, < M.

&Pastabos
. Lo 0 oo 0
2.1.1. Neapibréztumais laikome: 7= 000, 00—00, 1%, 0°.
00
0, kai |q| <1,
2.1.2. lim |¢|" = { mneapibr., kai |q| =1,
n—oo .
0o, kai |q| > 1.
2.1.3. lim -5 =0,kaiceR, c#0,a>0.
n—oo
n?—-2¥yn+1
2.1.2 dys. Raski lim ——————.
pavyzdys. Raskime lim i an?
Sprendimas
2

Turime neapibréztuma 22, todel sios trupmenos skaitiklj ir vardiklj dalinsime is n

(n auksciausio laipsnio), tuomet turime:

2 3 2 1
2 3 n?  2¢n | 1 1— =+ -5
lim LG AL —2Vn+l = lim 22 n = lim ni ™
n— oo \/>— 3n2 n— oo Vn  3n? n— oo % —
n2 n2 n2
Kadangi lim 7%2 = lim % = lim % =0, tai gauname
n—oo 't n—o00 n3 n—oo n?2
2 1
i ==+ 1-0+0 1
im = =—-.
n— oo % -3 0—-3 3

1
Atsakymas. — 3

4302 4
2.1.3 pavyzdys. Apskaic¢iuokime lim v + n:— \/n + \/ﬁ
n—oo  $/m —2v/nt +/n

Sprendimas

Kadangi turime neapibréztuma =2, Sios trupmenos skaitiklj ir vardiklj dalinsime i§

2 e
n3 (n aukséiausio laipsnio):

lim 402 +n+ {‘/n—i—ﬁ — lim

2
i n3 n
6 [§)
oo o —ovnd 4 noee Y 2Vat | Vn
n3
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. n3 n
lim T = T = lim T
n—o0o nt 2n3 n2 n—o00 L — 2+ 4
T -tz n? nt
na3 n3 n3
Kadangi lim %: lim 4 = lim -1 = lim - = lim -4 =0, tai turime
n— 00 n—oo n3 n—oo n 6 n—oo n2 n—oo n6
3 1 1 1_
o VTR VAT TR 4VIRO- V050 _ 4
n—o0 L —2+4 0-2+0 -2 '
nz2 no6

Atsakymas. —2.

2.1.4 pavyzdys. Raskime lim (n —/n? — 4n).

n—oo

Sprendimas
Turime neapibréztuma oo — oo, todél sia funkcija dauginame ir daliname i$ jungti-
nio reiskinio n + vn? — 4n:
n—+vn?—4n) - (n+vn? —4n
ti (n— /o~ ) =t {27V (0t V)
n—+00 (n+ vn? —4n)

n—oo
n? —n?+4n 4n

= lim ——— = lim ————F———.
n+vn?2—4n noon4+/n? —4dn

n—oo
Kadangi dar turime neapibréztuma 22, Sios trupmenos skaitiklj ir vardiklj dalinsime

is n (n aukséiausio laipsnio):

4n 4 4
n—oo Vn2—4n n— o0 n2 An n— o0 4
n n 1+ Py s 2 144/1— oy

4
Kadangi lim — =0, tai gauname
n—,oo N,

4

4
lim = =
n—>001_|_ /1_% 1++/1-0 2

= 2.

Atsakymas. 2.

2.1.5 pavyzdys. lim (n— v/n3 —n?).

n—oo

Sprendimas
Turime neapibréztuma co—oo, todél sig funkcija dauginame ir daliname i$ nepilnojo



2. RIBOS IR TOLYDUMAS 105

kvadrato n? 4+ n¥/n3 — n? + {/(n® — n2)*:

lim (n— v/n3 —n2>

n— oo

= lim
n—o00 3 2
n2 +n-v/n3 —n2+ {/(n3 —n?)
2
. n
= lim

n— 00 5
n2+n-v/nd—n2+ {/(n3 —n?)

Kadangi dar turime neapibréztuma 2, sios trupmenos skaitiklj ir vardiklj dalinsime
i n? (n aukséiausio laipsnio):

N

2

n
n . nZ
lim = lim n . =
n—o0 2 n—o00 2 33 _ 2 v/ (n3—n?2)
n?+n-Vnf —n?+ 4/ (n® —n?) Z—2+”V’;2”+ -
TL
nZ .
= lim = lim
n—00 m (n3—n2)2 n—00 3/ n3 n2 (’ﬂs—nz)2
n2 + 1+ n® ~ nd +

= lim =
n—>ool+\/1 nb_ 2n5+n4 n—>ool+\/1 _"_\3/%2_%_1_%

V
= lim = lim
\/ 3

n—>ool+\/1 % % % n—>ool+31 1+517%+%
Kadangi lim %: lim n—lz = lim %: 0,tai turime
n—oo n—oo n—oo
li li !
im = lim - -
fHooH\/l_ +\/1 21 el Y104+ Y1-0+40
B 1 1
S l41+1 3

1
Atsakymas. 3

2.1.6 pavyzdys. lim (n(n—vn?+1)).
n—oo

Sprendimas
Turime neapibréztuma oo— oo, todél sig funkcija dauginame ir daliname i$ jungtinio
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daugiklio n + vn? + 1:

: : —Vn?+1) (n+vn2+1
lim (n(n— n2+1)>:nli>lr(>lo n (n (n—i—\l/)ngi—i_) D

n— oo

n(ann 71)

= lim = lim ———

n—oo n 4+ v/n2+ n—>oon+‘/n2+

Turime neapibréztuma 22, todél Sios trupmenos skaitiklj ir vardiklj dalinsime is n
(n auksdiausio laipsnio):

-z -1 1
lim ————— = lim

n—>oon+,/n2_~_ T nooo n+\/n2+ n—>oo1Jr 1+L 2°

1
Atsakymas. — 3

_\" _9 n—1
2.1.7 pavyzdys. lim (=3) —:_51 ) .
n—o00 (_3) +4

Sprendimas
(=3)"+ (=" ()" + (2" (*2)71.

lim = lim -

Turime neapibréztuma 22, todel Sios trupmenos skaitiklj ir vardiklj dalinsime i$
(—3)", nes |—3] > |-2|:

(=3)" (=2 gyl "
(= )“+( 3)" ( 2) = lim &
— = - 4
n—o0 %_(_3)4_@ n—>ool.(73)+w
2—(2)".1
» &)

Atsakymas. — %

2.1.8 pavyzdys. Pazymeékime: S(G) — nykstamosios geometrinés progresijos su-

2
ma, S, (4) —n pirmuyjy aritmetinés progresijos nariy suma. Raskite riba lim SS(G()X; ,
n—oo *~n

kai aritmetiné progresija: 6, 2, ... , o geometriné progresija: 12, —8, ... .
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Sprendimas

(=
=
J—
[N}
=
w
(@)}

_2-a1+d-(n—1) .n72-6+(—4)«(n—1)
2 2
12—4-(n—1) e 12n —4-n? +4n
2 2
= 8n — 2n>.

n

Dabar gautus rezultatus jsiraSome j duotaja riba:

L 2enr 36 - n?
lim —2—— = lim ————.
n—oo 8n —2n?  n—oo 5 (8n — 2n?)

Turime neapibréztuma =2, todeél sios trupmenos skaitiklj ir vardiklj dalinsime i§ n?

(n aukséiausio laipsnio):
. 36 - n? , 36 - 2, , 36
lim —————— = lim —*—— = lim ————.
n—oo 5 (8n — 2n?2) n—o0 40 B —10-2;  n=c 40— 10

Kadangi lim 1 =0, tai turime
n—oo ™

. 36 36
lim T = =
n—oo 40 - = — 10 40-0—10

n

—3,6.

Atsakymas. — 3,6.

2.4 testas

—5n? 41
Apskaiciuokite skai¢iy sekos x, = riba .
V291602 + 30n + 3

3 @-5 @ @0 ®0 ©+oc; @z

Apskaiciuokite skaiciy sekos
—32n° 4+ 15n® — 13n° — 17n° + 8n
Zp =
—40nb — 16n3 +5n2 +5

D2 @40 @ @-o00 ®-3 ©®-3 OO

riba

—4 1
Apskaiciuokite skaiciy sekos w,, = nt ribg .
\/4007%2 +16n —1 )
D +o0; @ —o0; @@L @-1 OF ©0G @ -3
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Apskaic¢iuokite skaiciy sekos

48n5 —19n° +9n — 1

= 60n3 +n2 —4n

ribg, .

®-% @O0 3 @15 ®-1; ©® +oo; @ —oc.

2.2. Funkcijos riba

Funkcijos ribos savoka ir savybés

Funkcijos ribos savoka yra sudétinga, todél pailiustruosime ja tokiu pavyzdziu.

Istirkime, kokios yra funkcijos f (z) = ”;2:39 reiksmés, kai x jgyja reiksmes is tasko
x = 3 aplinkos:
T 2,9 2,99 | 2,999 3 3,001 | 3,01 | 3,1

f(x) |59 5,99 | 5,999 neapibrézta | 6,001 | 6,01 | 6,1
Is lentelés matyti, kad funkcijos f (z) reikSmés mazai skiriasi nuo skai¢iaus 6, kai
x € [2,9; 3,1]. Tokiu atveju sakoma, kad funkcijos f (x) riba, kai = artéja prie
3, yra lygi 6, o uzrasoma }:11)% 22_’39
Suformuluokime formaly apibrézima.

= 6 arba bendruoju atveju lim f (z) = A.
X—a

Apibrézimas. (pagal Heine”) Skai¢ius A vadinamas funkcijos f riba taske a, jei
kiekvienai argumento reikmiu sekai {z,}, x, # a, kurios riba yra a, funkcijos
reikdmiy seka {f (z,)} turi ribg A.

Apibrézimas. (pagal Kosi®) Skai¢ius A vadinamas funkcijos f riba taske a, jei
Ve >0,36 >0, kad |f(z) — Al <e, kai 0 <|r —a| <dirz € Dy.

2.2.1 pavyzdys. Remdamiesi ribos apibrézimu, jrodykite, kad

72

lim 5 =1
z—oo x4 41

Sprendimas
2

Pasirinkime bet kokj € > 0 ir ieSkosime M > 0, kad % — 1’ < e, kaix € Dy
x
ir |z| > M.
z? 22 —22 -1 1 <
_ = = I
2+ 1 2+ 1 2 +1

"Heinrich Eduard Heine (1821-1881) — vokie¢iy matematikas.
8 Augustin Louis Cauchy (1789-1857) — pranciizy matematikas.
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IS ¢ia gauname:

1 1
‘<€®x2+1>6®x|> ‘6—1‘.

x?2+1
N 1 o ) o . .
Taigi kai M = ’ — 1}, i$ nelygybeés |z| > M iSplaukia nelygybeé
€
22
[ER— < ,
z?2+1 ‘ c
2
ty. lim — = 1. Pavyzdziui, kai € = 0.01, tai M = /99.

Nykstamieji dydziai

Seka {a, }, kurios riba lygi nuliui, vadinama nykstamuoju dydziu. Rasoma
a, — 0.

e Nykstamyjuy dydziy suma, skirtumas ir sandauga — taip pat nykstamasis
dydis.

e Nykstamojo ir apréztojo dydziy sandauga yra nykstamasis dydis.

Tam, kad buty lim f (z) = A, yra butina ir pakankama, kad:
Tr—a

J@)=A+al).

Cia o (z) yra nykstamasis dydis.

Irodymas. I8 funkcijos ribos apibrézimo turime
|f (x) — Al <e,

kai x pakankamai arti tasko a. Pazyméje f () — A = a(z) ir jraSe | nelygybe,
gausime:
la(z)] <e,

kai x pakankamai arti tasko A. Todél

il_rga(x) =0,

t. y. a(z) yra nykstamoji funcija, todél funkcija f (z) galima isreiksti:

@)= A+al).
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Tai yra butinoji ribos egzistavimo salyga.
Jei funkcija galima isreiksti skaiciaus ir nykstamosios funkcijos suma

fx)=A+a(z)ir lim a(x) =0,

Tr—ra
tai pagal ribos apibrézima
la(x)] < e
kai = pakankamai arti tasko a. Todél
[f (z) — Al <e,

kai  pakankamali arti tasko a. Pagal ribos apibrézima

lim f (z) = A.

r—a

Irodéme ir pakankamaja ribos egzistavimo salyga. Teorema jrodyta.

Funkcijy riby savybés
Sakykime, kad f (z) ir g (z) turi baigtines ribas, kai  — a. Tada

1. lim ¢ = ¢, ¢ — konstanta;
r—c

2. lim (f(x) £ g(z)) = lim f(z) £ lim g(z);

r—a T—ra T—ra
3. lim (f(z) - g(x)) = lim f(z) - lim g(z);
4. chllg (c- f(z)) = cl_l)lgn f(z), ¢ — konstanta,
C fy  gmf@ .
5. iﬂ@ = Eii{g(w),Jel illgg(x) #0ir Vo € Us (a) g (z) #0.

2.2.2 pavyzdys. Raskite funkcijos riba

a2 —4
lim
=2 . — 2
Sprendimas
Irase i formule z = 2:
22-4 0
2—-2 0

t. y neapibréztumas, todél skaitiklj ir vardiklj iSskaidome dauginamaisiais. Supras-

tine turime:

?—4 . (x-2)-(z+2)
=2 r— 2 w—IPQ r—2

= lim (z+2) =2+2=4.
z—2
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2 +2x—8

2.2.3 pavyzdys ll L m

Sprendimas
Turime neapibréztuma %, todél surandame skaitiklio ir vardiklio trinariy Saknis ir,

juos isskaide dauginamaisiais, suprastiname:

. 2?2 +4+2r -8 . (x—2)-(x+4) . xz+4 244
lim = lim T = lim = =2.
z—2 202 — 5x 4 2 x—>22-(m—§)~(ac—2) =22 -1 2-2-1

Atsakymas. 2.
z2 42
2.2.4 pavyzdys. lim o5 — .

Sprendimas
Turime neapibréztuma 22, todél Sios trupmenos skaitiklj ir vardikli dalinsime is x?
(z auksciausio laipsnio):

22 +2 . o4+ 2 1+ 2
lim ———F—— lim Ti: - @2
ac—>+oo3x2+2x+1 ’I‘—)OOE_’_ig_f_ ac—>003+ Jr
Kadangi lim % = lim %: lim 72:0 tai
z—+00 ° T—+00 r—4oo T
lim 1+ o 1+0 1
x—>+o<>3+ + 34040 3

1
Atsakymas. 3
2.2.5 pavyzdys. lim (z— V2% —4z).
r——+00

Sprendimas
Turime neapibréztuma co— oo, todél sig funkcija dauginame ir daliname i$ jungtinio

reskinio z + Va2 — 4a:
(a: — Va2 — 43:) . (x + V2 — 433)

lim (z — V2 - 4:5) = lim

T— 400 T— 400 (.’L‘ + 4 /2 — 43;)
x? — 2% + 4z 4z
= lim lim

w500 3+ /22 — 4z T eotoo g r+v22 -4z
Kadangi dar turime neapibréztuma °2, sios trupmenos skaitiklj ir vardiklj dalinsime
is « (z aukséiausio laipsnio):

4z iz 4
lim = lim = lim

T—+4o00 g 4 1/332 4x T rSdoo + \/ch iz n—-too 1+ /7 o 4751;
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4
= lim =_-=2

Atsakymas. 2.

T

0V3—z—3+z

2.2.6 pavyzdys. hm

Sprendimas
Turime neapibréztuma %. Skaitiklj ir vardiklj dauginame is vardikliui jungtinio

daugiklio 3 — = — /3 + z:

- i z(V3—r++V3+2)
Hom_m Ho(¢3_x_\/3+x)(\/3—:c+\/3+a;)
z(V3—z4+V3+1) :l_nx(\/ —r++/3+7)

x%(\/3_$)2_(\/3+x)2 Pty 3—rz—3—=x
x(\/3—x+\/3+x) — lim (\/3—x+\/3+x)

= lim
x—0 —2x x—0 -2
\/ V3
0+ +0 V3

-2

Atsakymas. — V3.

8
2.2.7 pavyzdys. hm 2?4

S2z+6+z

Sprendimas
Turime neapibréztuma %. Skaitiklj ir vardiklj dauginame is vardikliui jungtinio

daugiklio x — /6 + x:
lim 3+ 8 ~ lim (:173+8) (9:—\/6+m)
vzt o rE o2 (z+ Vot 7)) (@—voTa)
— lim (:133 + 8) ( — 6+ x)

T——2 2 —6—zx

Dar turime neapibréztuma %, todel skaitiklj isskaidome pagal formule a® + b3 =
(a+b) (a®> —ab+b?), o surade vardiklio trinario Saknis, iSskaidome jj daugina-
maisiais:

. (2*+8) (z—V6+1) . (2+2)(2*—2244) (z— V6 +2)
lim = lim .
T——2 22—6-—=z T2 (x+2) (z—3)
Suprasting gauname:
i (x+2) (22 =2z +4) (z—V6+1) i (22 =2z +4) (z — V6 +2)
im = lim .

T2 (x +2)(z—3) =2 (z—3)
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Dabar jau galime apskaiciuoti riba:

y (x272:c+4)(a:f\/6+7£)_((_2>2_2'<_2)+4)(_2_\/6_2)
ac—I{EQ (,13 — 3) N (_2 - 3)
(A+4+4)-(—4) —48 48

5 5 5

48
Atsakymas. =

r— x4+ 2
2.2.8 pavyzdys. lim ————.
pavyzcy z=2 1 4+ /2 — bx

Sprendimas
Turime neapibréztuma %. Skaitiklj ir vardiklj dauginame is skaitikliui jungtinio

daugiklio  + v/z + 2, ir vardikliui - (x2 —x-2-br+/(2— 51‘)2):

i r—xr+2
im ———
1=2 1 4 /2 — bz
(z=Vz+2) (z+ Vo +2) (3’32—37-\3/2—5$+\3/(2—5$>2)
= lim
T2

(v + ¥Z=52) (ﬁ_x. T+ \3/(2_595)2) (¢ 4+ vz T2)

(2 —2—2) (xzszr\/m)
= lim '

2 (23 +2—5z) (z+ vz +2)

Turime neapibréztuma %, todél surade skaitiklio trinario Saknis, iSskaidome daugi-
namaisiais, o vardiklj (t. y. 2% + 2 — 5z) ,daliname kampu“ i§ x — 2, nes x — 2, ir
isskaidome dauginamaisiais.

_x3f5ac+2 r—2
a3 — 222 2 4+ 22 —1
_ 222 — 5x + 2
222 — 4z
B —x+2
—x+2
0

Daugianariai iSsiskaido taip: @® +2 -5z = (z —2) (2? +2z—-1) ir2? —z — 2 =
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(x — 2) (x + 1). IraSe gautasias iSraiSkas j riba, turime

(22 — 2 —2) (a:z—a:- YT+ $/<2_5x)2)
L (23 4+2—52) (z+ V2 +2)

| (z—2)(z+1) (xQ—x-m+€/(2—5x)2>
=i @—2) (a2 +20—1) (z+ vz 1 2) '

Suprastiname ir apskaic¢iuojame riba:

) (z—2)(z+1) (xZ—x- V2 =Bz + i’/(z-sx)?)

T2 (x72)(:172+21371)(:17+\/x+2)

. (x+1) <x2—x~m+ M)

2 (22422 1) (z+Vz +2)
C(24+1)-(4+4+4) 3-12 9

(4+4-1)-(2+2) 7-4 T
9
Atsakymas. =

2.2.9 dys. lim L VI+2
.2.9 pavyzdys. lim —M——.
pavyzy e=-1g — 2z +1
Sprendimas
Turime neapibréztuma %. Skaitiklj ir vardiklj dauginame is skaitikliui jungtinio

daugiklio 22 + /z + 2 ir vardikliui — (x2 +a- 2+ 1+ +/(2x + 1)2):

i 22— /x +2
im —————
z=—1g —+/2x +1

(2> = Vz +2) (2 +Vz +2) <x2+x-m+\3/(2x+1)2>

(¢ — 92 FT) (xux.mw/(zxﬂf) (4 + VT F2)
- (-2 —2) <m2+x~\3/m+\3/(2x+1)2)

= ., (x3 =2z —1) (22 + Vz +2) ’

turime neapibréztuma 2. Skaitiklj ir vardiklj (t. y. 2* —x — 2 ir 2% — 22 — 1)
ydaliname kampu® i§ z 4+ 1, nes z — —1.

= lim
rz——1
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Daliname daugianarj z* — z — 2 i§ daugianario = + 1 ir daugianarj 2 — 2z — 1 i$
daugianario x + 1 (t.y. taip, kaip skaicius).

2t —r—2 x+1
ot 4t 33—+ —2 3 -2 —1 z+1
3 _r—9 2?4 a? 22—r—1
C—2d - a? —x?—2x—1

22 —x—2 -2’
2?4 a1

C_9r_9 o —x—1
22 0

0

Daugianariai issiskaido dauginamaisiais: 24 — 2 —2 = (z + 1) (x3 -z’ +x— 2) ir
2 —2r—1=(z+1) (sc2 —x— 1). Irase gautasias iSraiskas j riba, turime

(2 — 2 —2) <x2+x-m+m>

A, (a3 =2z —1) (22 + V2 +2)
(x+1) (2% —2? +z - 2) (xQ—I—J;-W—&—f’/(Zx—Fl)Q)
:xgn—ll (z4+1) (22—2—-1) (22 +Vz +2) '

Suprastine turime:

(x4 1) (2* — 2%+ 2 2) <x2+x-€/m+{’/m>

z——1 (x+1) (@2—z-1) (22+Vz+2)
(2% —2? + 2 —2) <x2+x~\3/21+1+\3/(2x+1)2)
=, (a2—z-1) (224 V2 +2) '

Dabar apskaié¢iuojame riba:

(2 —2?+2—2) (w2+x-m+\3/(2x+1)2)

ol @ —o—1) (@4 Vs 52

C(-1-1-1-2)-(1-1-(-1)+1) (-5)-3 15

O (+1-1)-(+yIr2) 12 2]
Atsakymas. _15

5"
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2.2.10 pavyzdys. lim (Va?+1-— 2v22 —1).
r— — o0

Sprendimas
I budas

Turime neapibréztuma co—oo. Skaitiklj ir vardiklj dauginame is skaitikliui jungtinio
daugiklio V22 + 1+ 222 — 1,

lim (\/x2+172 1}271)

T —

~ lim (\/x2+1—2\/x271)(\/x2+1+2\/:c271)

a0 (Vo2 +1+2vVa? - 1)
24+1—42%2+4 32245

o P (Va2 +1+2va2 -1) L (VaZ+1+2Va2-1)

Kadangi dar turime neapibréztuma, tai ikeliame 22 pries skliaustus skaitiklyje ir
vardiklyje (atkreipiame démesj i = Zenkla, nes x — — 00):

2 -3 5 2 -3 5
o BCREE) L 2Ceey)
“‘“’(\x| 1+ L + 2]z 1—%) “*‘“(—x,/1+l%—2x,/1—l%)
3+ (=345
= lim ( = lim o:( ”2) .
T e ( \/1+——2\/1——) "H*""(—,/1+I%—2,/1—I%)
Kadangi lim Z—IQ = lim m% = 0, tai turime
T— — 0o T— — 00
. P(-3+5%) -~ (-340) _ —o0-(-3)
;c—>—oo(_ /1+$%_ /1_?12> (-1-2) (=3)
=—-00-1=—o00.
Atsakymas. —oo.
IT budas

Kadangi z — — oo ir norime iskelti 2 prie§ kvadratinés Saknies Zenkla, turime
atkreipti démesj j zenkla. Vienas is budy yra —oo pakeisti j +o00, todél pazymékime
kintamajj x = — t, t = —x, kai t = 4+ oo, tuomet gauname:

lim (\/:ﬂ t1-2va2 - 1) = lim_ (\/(—t)2 +1- 2\/(—75)2 - 1)
= dm_(VP+1-2vP 1),

o dabar iskeliame t pries kvadratinés Saknies Zzenkla:
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t— + oo

1 1
. B _ > _ % _ _
lim (\/t +1 -2+t 1) . h+m (t\/l + = 2t\/1 t2> .

L =0, tai turime

o+

Kadangi lim
t— + oo

. 1 1
t_}l_’_mo<> <—t- <_\/1+t2+2\/l_t2>> =—00-(-142)=— 0.

Atsakymas. — cc.

Vr?+ 3z

2.2.11 pavyzdys. lim d — o

Sprendimas
Turime neapibréztuma 22. Iskeliame x pries skliaustus skaitiklyje ir vardiklyje:

ot Yad = 2w eobeo wfps (g 2y et pafy 2
x x
Kadangi z — 400, tai |z| = x.
2|\ /14+ % o1+ % 1+ 3
Vadinasi, lim —————— = lim —W——= lim “—.
z%+oox_3l_% xﬁ+oox_31_% xT—r+00 3/1_9%2
- 2 . 3 C
Kadangi lim — = lim — =0, tai turime
r——400 I r——4o0 I
1+ %
lim =-=1

Atsakymas. 1.

Va2t + 14+ 2
m ——
— 0 \/1622 — 2 + 4x

2.2.12 pavyzdys.

li
T—

Sprendimas
Turime neapibréztuma 2. Skaitiklj ir vardikli dauginame is skaitikliui jungtinio
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daugiklio v22 + 14 — x ir vardikliui jungtinio daugiklio v/ 1622 — 2 — 4x:

lim \/$2+—14+x
2= =00 /1622 — 2 + 4z
Cim (Va2 + 14+ 2) (Va2 + 14 — z) (V1622 — 2 — 4x)
e = oo (V1622 — 2 + 4z) (V1622 — 2 — 4z) (Va? + 14 — )
(22 + 14 — 2?) (V1622 — 2 — 4x) . 14 (V1622 — 2 — 4x)

= lim = lim

o= -0 (1622 —2—1622) (Va2 + 14 —z) o> - —2.(Va?+14—1x) .

Kadangi dar turime neapibréztuma, tai iSkeliame x pries skliaustus skaitiklyje ir
vardiklyje (atkreipiame démesj i x Zenkla, nes x — — 00):

14 (/22 (16 - 3) — 42) 14 (lo] /16 - 2 ~ 42)

e —2-( xz(l—l—%)—x) e —2~(|$\ 1+317§—96)

B 14 (—z) (1/16—1%4—4)
e 72~(f:1:' 1+31747x) _'T—>_°C72'(fx) (\/@4’1).

Kadangi lim :722 = lim 91;21 = 0, tai turime
T— — 00 T— —
14-(\16- 3 +4) 4. _
e ( 1+%+1) —2-(1+1 2
Atsakymas. — 28.

2.5 testas

. x2+6x+5

Jlim a0 =

D-2 @& O-4 Do ®-% G O@©-% @ -4

. 2?47 +12
Mmooy =
DL @o O & i 5 O®LH @i @ 7"

liy 162°0=25 _
M 70250—32 —

T—r 00

2. 5. 8. 8. 5 . 2. . 5
@ — 5 @ 1 @ 59 — 5 29 @ 03 5 @ 0, @ -
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@ 735*7’ @ 0;
1022 =862 48 @) @ ¥
z—3$ 10z — 6 @ riba neegzistuoja; @ 00}
@ 10.
@ 0} @ riba neegzistuoja;
lim x2+4x—|—3_ S 1; @ -2
z——1 —4x —4 o @ 7%7 @O;
@ -4 @& -1
@ 30; @ 1
@ y 3022 + 2 @ o; @ 3;
im ———— = ‘
w00 2022 4 222 + 27 ©® #; ® 3;
@ riba neegzistuoja; @ 0.
@ riba neegzistuoja; @ \/%,
. V21x +20-17 @ 1; @ o;
s z—28  ® v ® 4
@ -3 ®) co.
@ riba neegzistuoja; %;
iy VE3T - TA2413 S 1 @ oo
w4 z+1 I ORE © —13;
M v7az; ® o.
Duota funkcija f(x):%m.
9]  limf(@)
r—6
D Do @2 2 2 ®10; @®ur; @o.
e
D105 @ oo =z @2 ®©1n ©Gu1; @o -
lim f(z)
T—2
D2 @ . @; ©®o ©®1w; @ o e
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2.3. Pagrindinés ribos

1\° 1
lim (1—1-) = e¢|arba | lim (1+x)i' —e
T—00 T z—0

Imkime

1 x
y:(1+) , kaixz — 400,
x

ir sudarykime jos reiksmiy lentele:

x 1 5 100 1 000 10 000 100 000
y(x) | 2 2,488320 | 2,704814 | 2,716923 | 2,718146 | 2,718268
I to galima padaryti prielaida, kad y (z) reikimés priklauso intervalui (2;3). Si
prielaida yra teisinga ir duotosios ribos jrodymus galime rasti iSsamesniuose mate-
matinés analizés vadoveéliuose. Sios funkcijos riba skai¢ius e yra iracionalusis, o jo
reikSmé apytiksliai lygi

2,718281828459045. . ..

Daznai vartojama rodikliné funkcija, kurios pagrindas yra e, t. y. y = €*, taip pat
logaritminé funkcija, kurios pagrindas yra lygus e, t. y. y = log,x. Si funkcija
vadinama naturaliuoju logaritmu ir zymima y = In x.

I sprendimo budas

2 xr
2.3.1 pavyzdys. lim (1 + ) .
€T—r 00
Sprendimas

., z\ 2
tim (1+2)" = tm (142)7 = lim (<1+;)2) _e

Tr—r00 T—00

Atsakymas. e2.

. z \"
2.3.2 pavyzdys. lim

Sprendimas

1im( v > hm( +x) = lim (x+> = lim (1+)
z—oo \ 1+ T—00 €T z—00 \ T €T x—00 x
1 z-(—1) 1 N\ —1
lim <1+> = lim (<1+> )
T—00 x T—r 00 X
N\ —1
1\°
= (lim (1+> ) =eh
T—00 €T

Atsakymas. e
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2.3.3 pavyzdys. 111% (1+ 31‘)%
z—

Sprendimas

lim (1 + 3z) m (14 32)%° = lim (1 + 3z)% ® = ¢b.

2 .
= =1i
z—0 x—0 x—0

Atsakymas. €.

2.3.4 pavyzdys. lim (1 + g)
Tr—r0o0 X

Sprendimas

z AN
lim (142) = lim ((Hm) > = o,
T—00 xT T—r00 £

Atsakymas. e“.

II sprendimo budas
Kai turime neapibréztuma 1°°, tai taikome formule

g(x) _ eil_r)na(f(T)_l)g(T)

lim f (x)

T—a

b

kai a gali buti baigtinis a € R arba begalinis d-co.

Teorema. Jei lim f (z) = A, li_r>n g (z) = B, tai
r—a x a

lim g(z)1n f(z
lim (f (x))g(m) _ ezﬁag( )In f(2) — BlmA _ 4B
r—a

Pastaba. Jei lim f (z) = 1, lim g (z) = oo, tai (f ()™ riba ieSkoma taip:

‘,liirtll (f (1’))9(9:) _ Ihlg (1 + f({E) N 1)5](1)
= lim [(1 +(f (z) — 1))“1_1)71 g(z)[f(z)—1]

T—a
lim g(z)(f(x)-1)
ez—a .

r—1 2—3z
2.3.5 pavyzdys. lim ( ) .
Tr—r00 X

Sprendimas
Turime neapibréztuma 1°°, nes

— 1-1
lim (x 1) = lim <x(z)> = lim <1 1> =1,
T—00 €T T—00 €T —00 T
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o lim (2 —3xz) = co. Todél

rT—00
lim (@)2*3”3 _ em“j;(m;l—l)-@—%) _ emlirr;o(%)@—:m) _ emlirr;(%l).(g_gx)'
T—r 00

Atlike veiksmus, gauname:

lim (=1)(2—-3z lim (—2+3
6z~>oc( * )( ) — em%oo( » )
A 2 . lim (=2+3) 3
Kadangi lim £ =0, tai ez~ =e°.
z—o0 ¥

Atsakymas. e>.

xr
2.3.6 pavyzdys. lim (1 + g) .
T— T

oo

Sprendimas

Turime neapibréztuma 1°°, nes lim (1 + g) =1,0 lim (z) = co. Todél
T—00 €T T—00

x lim |(14+<¢-1)-2
lim (1 + g) = el’ﬂoo[( #=1)] =e“.
T

T—r00

Atsakymas. e®.

2 1 €z
2.3.7 pavyzdys. lim <x2 + > .
z—oo \ 2 — 2

Sprendimas
2+1 1+ 25 1
Kadangi lim (x + > = lim ( I2> =71= 1, lim 22 = oo, turime neapi-

00 \ 12 — 9 T—00 T—00

bréztuma 1°°. Todél

i (E2)7 - S (e ()

= ez—© = ez—o0 = ez—©

Atsakymas. e>.

2.3.8 pa dys. li 3z -5\
3. VyZ . lim .
pavyzay oo \ 32 + 2

Sprendimas
Turime neapibréztuma 1°°, nes

i (3275 _ x~(3f%)_3—0_1
shoo\3r+2) ooz (3+2) 340

o lim (x —3) = oco. Todeél

r—r 00
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x—3 . 3z — . z—5—3z—
. 3r—5 lim (3T+g —1)(7;—3) lim (33’17_*_322)(1—3)
lim (3515 )(z—3) lim (=2t
= ez—oo = ez—oo .
Dar turime neapibréztuma 22 . Todél
(ore2) (r2)

i () tm )

Kadangi hm z= lim 2 ? =0, tai
T—r0o0

lim (77+L)

v (3t2) — o Bro — e

7

Atsakymas. e” 3.

. sinx . T
lim = 1|arba | lim — =1.
x—0 X z—0 SIn x

Siy riby jrodymus galime surasti issamesniuose matematinés analizés vadovéliuose
(pavyzdziui, [Rum76], [Pek05]).

&Pastaba
Be to, yra teisingos Sios formulés, jei vietoj & paimsime funkcija y (z), t. y.
siny(z) _ =1, lim y(@)  _q

(111&0 y(z) (x) ) Gmy(r)
2.3.9 pavyzdys. Raskite funkcijos riba hm SIZ 3x
x
Sprendimas
i sin 3x i sin 3x §_1 §_§
3
Atsakymas. 1
sin 4z

2.3.10 pavyzdys. lim
z—0 sin hx
Sprendimas

. : 4x
sin 4x hm sindz -4x
lim STn4x:hm —.4‘% 433:35._,0 49; 71.47%.
z=0sinbr  2-0 2225 lim sinbz 5o -5 5
x z—0 5%

4
Atsakymas. 5
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. 1—cosbx
2.3.11 pavyzdys. lim ————.
x—0 2x
Sprendimas
. 1 —cosbhzx _ 2sin? 57:5 ~ sin? 52"” ~ sin %I - sin 57””
lim ————— = lim ——= = lim = lim
z—0 222 z—0 212 z—0 x2 z—0 €T-xT
. sin 52”” - sin 527” . sin? 57”5 ~ sin? 57”” 25
=l —t g = lm ", =lim CE
r—0 2L . 2T =2 z—0 (@) L4 x—0 (@) 4
2 2 25 P} 25 D)

25
Atsakymas. =

sin
2.3.12 pavyzdys. lim
z—0 212

Sprendimas

L2z L2 sz N\ 2 2N 2

. sinc . sinc . sin = . sin <5

lim ——* = lim ——* = lim (—T“) . 312 = (hm —m“) A =12 L.
x—0 =T x - z—0 2

1
Atsak ..
sakymas 5

2.3.13 pavyzdys. lirrbx ctg 3z.
rT—r
Sprendimas

I to3 i cos 3x I cos 3x 3 . cos3x 3x
im z ctg3x = lim x = limz . = lim .
z—0 & z—0 sin3dx  z—0 3 sin3xz z—0 3 sin 3x
. cos3x cos( 1
= lim = = —.
x—0 3 3 3

1
Atsakymas. 3"

2.3.14 pavyzdys. lim SRETSma

Tr—ra Tr —
Sprendimas
. . Tta . T—Q zta 1. T—«
. sinxz —sina . 2-cos - sin %5 . 2-cos 5 sin 55
lim ——— = lim = lim —
z—a T — « T—a T — « z—a 2. 77520‘
. T+ « a4+ «
= lim cos = cos = COS — = cos Q.
z—a 2 2 2

Atsakymas. cosa.
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2.3.15 pavyzdys sprendziamas taikant formules

lim (f(z)—1)-g(x 1
lim f (x)g(z) _ eI_)a( (z)—1)-g( )ir iy S
T—a z—0 T

=1

w""

2.3.15 pavyzdys. lim (cosz)=?.
z—0

Sprendimas
Turime neapibréztuma 1%, nes lim cosz = 1, o lim 245 = co. Sprendziame rem-
z—0 x—0 %
lim (f(z)—1)-g()
er—a :

damiesi formule lim f (z)? (@) _
r—ra

. lim (cosz—1)- %
lim (cosx)=? = e=—o *
x—0
Kad buty patogiau, e laipsnio riba skai¢iuosime atskirai:
li -1 —.
lim (cosx — 1) =
Kadangi dar turime neapibréztuma %, tai pasinaudojame trigonometrine formule

1 — cos2a = 2sin? o ir riba lim 882 — 1:
z—0 %

1 1
lim (cosz —1)- — = lim (_2 sin? f) L

z—0 $2 z—0
2T 2 1 2 1
—lim -2 222 (f) L im f2~1-(5) L
70 (2) 2 22 20 2 2
2
Atlike veiksmus, gauname:

2\ 1 -2 z2 1
lim —2-1-(5) P =l 2
z—0 2 2 z—0 42 2

Nepamirskime, kad apskaic¢iavome e laipsnio riba, todél

N

lim (cos x)l% =e

1
z—0 ﬁ

Atsakymas.

Rl
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2.6 testas
lim -4 _
qﬁ%im(llgq) 9 9 49 18 19
ey E? @ = @ o @ T8; ® E; ® E
hm (1+ 27x)2T =
®O°7 @ ]G4r @67%; @Ov @e%;
@ 71'27; @ 672%9 @ 6567; @ e, @ 2352.
: tg(19z)
lim Sn(zs) =
OES @ B @z 6
©® - ©-% G« O O-%
@ 16; @ 05
. sinbdz S -£; @ 54;
4 S1n _ 573 )
31713% sin 16x ® 1 ® o;
@ riba neegzistuoja; @ %.
8v—21
5 . _ 120 + 2 _
UETOO 4 —17v
De'; @L @0 @i; ®+oo; @ gz @ Vel

2.4. Vienpusés ribos

Kai nagrinéjama funkcijos f (x) riba taske a, kintamasis x jgyja reikSmes ir i§
kairés, ir i$ desinés nuo tasko a. Jeigu ieskant ribos, kai x — a, apsiribojama x
reikSmeémis, kurios yra tik j kaire (arba tik j deSine) nuo tasko a, tai tokia riba
vadinama funkcijos riba i$ kairés (deSinés) ir Zymima:

lim f(z)= lm f(z)=

z—a—0 r—a—

fla=0),z < a,

lim f(¢)= lim f(z)=

x—a+0 r—a+

fla+0),z>a.
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Funkcijos ribos is kaires ir iS deSinés vadinamos vienpusémis ribomis.

Ny

¥

Kai funkcija f (z) taske a turi riba, tai vienpusés ribos yra lygios tarpusavyje
ir lygios funkcijos ribai:

2.4.1 pavyzdys.

Sprendimas

2.4.2 pavyzdys.

Sprendimas

2.4.3 pavyzdys.

Sprendimas

2.4.4 pavyzdys.

Sprendimas

lim f(z)= lim f(z)=lim f(x).

x—a—0 z—a+0 r—a
. 3z —1
lim .
z—=1-0 x —1

3z-1 3-1-1 2

lim = = — = — o0.
z—1-0 ¢ — 1 1-0-1 -0
. 3z —1
lim .
z—=1+0 ¢ — 1
. 3xr—1 3-1—-1 2
lim = = — = +o0.
z—14+0 £ — 1 1+0-—-1 +0

Atsakymas.

Atsakymas.

Atsakymas.

Atsakymas.

“+00.
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2.5. Funkcijos tolydumas. Trukiy rusys

Funkcija y = f(z) vadinama tolydZiaja taske a € X, jei ji apibrézta Siame

taske bei jo aplinkoje, ir egzistuoja riba lim f(z), kuri sutampa su funkcijos f
r—a

reiksme taske a:

lim f(z) = f(a).

Tr—a

Sakoma, kad funkcija f yra tolydi taske a
o iS kairés, jei f(a—) = f(a), t. y. 1_i>m_ f(z) = f(a);

o i deSinés, jei f(a+) = f(a), t. y. lim f(z) = f(a).

z—a+

Funkcija vadinama tolydzigja intervale, jei visuose to intervalo taskuose ji
yra tolydi.

Jeigu kazkuriame taske funkcija f néra tolydi, tai tas taskas vadinamas f
trukio tasku.

o Taskas a vadinamas funkcijos y = f(z) pirmosios rusies trukio tasku,
jeigu egzistuoja baigtinés ribos is kairés ir iS desinés:

lim ()= f(a—0), lim f(z)=f(a+0),

r—a— r—a+
bet jos néra tarpusavyje lygios: f(a —0) # f(a + 0).

o Kai bent viena vienpusé funkcijos y = f(x) riba taske a neegzistuoja
arba yra begaliné, tai taskas a vadinamas Sios funkcijos antrosios rusies
trukio tasku.

o Taskas a vadinamas funkcijos y = f(x) pasalinamuoju trukio tasku,
jei vienpuseés funkcijos ribos yra lygios f(a — 0) = f(a + 0), tac¢iau bent
viena i8 ju nelygi funkcijos reiksmei f(a), arba funkcija neapibrézta taske
a.

2.5.1 pavyzdys. Pasirinkime skaiciy a taip, kad funkcija

sin 2x

fl@)y=¢ =~

a, kai =0

kai x # 0,
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buty tolydi, kai z € (—oo; +00).

Sprendimas
in 2
Kai z # 0, funkcija y = il yra tolydi kaip elementarioji funkcija.
x

Kai z = 0, skai¢iuojame vienpuses ribas (Siuo atveju jos lygios, nes egzistuoja riba
. sin2z

lim =2):

z—0 x

. sin 2x
lim =
r—+0 xT

Gauname f(0+) = lim a = a; f(0—) = lim a = a. Taigi si funkcija tolydi, kai
r—0+ z—0—

a=2.
Atsakymas. Funkcija tolydi, kai a = 2.

2.7 testas

24, kaiz=0

) : A yra
i Funkcija g(z) = sulas7 kai z # 0 B pirmosios riisies
. T C néra
- lvdi tagke 2 — O: - .
tolydi taske x = 0; D pasalinamasis

sis taskas yra jos trukis.

@®CD; @ AD; @ AB; @ CB.

Kiek trukio tasky turi funkcija? (Vo € R) @ du;

51n(7x)7 kai z < 0, @ né vieno;
x—5 @ be galo daug;
fx) =7 - 4a, kai 2 € [0, 1], @ tris;
T . .
—3cos 0 kai z > 1. ®) viena.

Su kuriomis parametry A ir B

reikSmémis funkcija D A= %7 B =4
f(z) yra tolydi Vo e R ? @ A=-6, B=3;
8 5
3+sin—, kaiz<O0, %ﬁ: 5, B=—4;
- ) =-3, B=-3;
@) = Av + B, kai 2 € [0,2], ®) tokiy reiksmiy néra.

—9sin %x’ kai z > 2.
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2.6. Savarankisko darbo uzduotys

2.1 uzduotis

Apskaiciuokite ribas:

CSu(A) AP . 4l (gt

im 3n’—bntl _d-n® im Yn2tdton im VAPt Yn
c) hm sy d) hm 2+n+3 z2’ e) nhfgo (3n+2)2  £) JE{; nbfn—¥n’

2" 43"
8) hm N gnFTianTTe

2.2 uzduotis

Apskaiéiuokite sias funkcijy ribas:
z+ 3-8z Vitz—v/1-2z Vi—z-3
2) glcl_>m1 = f’b) Jim S ©) im gem—gr, d) lim Yo,
. \/W—\/37 YT2z+1 34322 —9x—2
e) lim oty ) lim S22 g) lim EEEEL ) lim EReToe=2,

. . T+ 1+2— —sinx ctg’ 4z
i) zlggog xv,J) lim T& k) lim YR58 1) lim (—g_tgw) :

2.3 uzduotis

Apskaiciuokite $ blaS funkcijy ribas:
a) lm (£4)",b) lim (1+2)", ) Jlim (1+ ), d) lim s

2
. in 5 1—cos 3z ctg® 3z
e) lim &2 f) lim ==5%5°% lim 2 h* hm cos 2x .
)x o sin6z’ )x 0 2z2 7g)a, 22 ’ ) 0( )

2.4 uzduotis

Apskaiéiuokite Sias ribas:

s z—2 \/m-‘rl
a) zg?lo 1. b) hrln,o s Y mk‘fm V1622 —2+4z’

d) lim (¢+Va?+6r—1)¢) lim ¥z,
. 4 5 o 3 . 2x—1
D lm_ et (V7FT- V@) 8) tm (552
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3. Funkcijos isvestiné ir diferencialas

Raktiniai zodziai: Funkcijos iSvestiné. Dalmens iSvestiné. Sudétinés funkcijos
iSvestiné. Liopitalio taisyklé. Funkcijos diferencialas. Diferencialo taikymas apy-
tiksliams skaiciavimams. Teiloro formulé.

Literatura: [Apy01] II skyrius, 47-60 p.; [Bud08] 118-140 p.; [Pek05] VII skyrius,
158-182 p.; [Rum76] XVI-XVIII skyriai, 263-285 p., 311-314 p., 317-329 p.

3.1. Funkcijos iSvestinés apibrézimas

Funkcijos y = f(x) iSvestine taske x = a vadinama riba:

. Ay . fla+Az) — f(a)
ot . 2Y _
v ="rla)= AlalcrEO Az Alirgo Az ’

(3.1.5)

Priminkime, kad Az vadinamas argumento pokyciy taske a,
Ay = f(a+ Az) — f(a) — funkcijos poky¢iu tame taske.

N

Jeigu funkcija f(x) turi iSvestine visuose kurio nors intervalo taskuose, tai
sakoma, kad ji diferencijuojama tame intervale, o iSvestinés radimo veiksmas
vadinamas diferencijavimu.

Jei riba (3.12.6) neegzistuoja, sakoma, kad funkcija iSvestinés taske neturi
(nediferencijuojama).

3.2. Funkcijos iSvestinés geometriné prasmé

Kreivéje [ per taskus My ir M nubréziame kirstine My M. Kai taskas M, judédamas
kreive [, artéja prie tasko My, kirstine MyM artéja prie tiesés ML (Zr. 3.2.1 pav.).

Ribiné kirstinés MyM padétis, kurig uzima kreiveés kirstiné MoM, kai taskas
M kreive artéja prie My, vadinama tos kreivés liestine taske M.

Tarkime, kad kreive [ yra funkcijos y = f (x) grafikas. IS 3.2.1 paveikslo matome,
A
kad santykis A—y lygus kampo § tangentui:
x

Ay

tgB = As

¢ia § — kampas, kurj kirstiné sudaro su teigiamaja Oz asies kryptimi. Liestiné su
teigiamaja asies Oz kryptimi sudaro kampa a.
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Taskas M, judédamas funkcijos y = f (x) grafiku, artéja prie tasko My. Tada Az
artéja prie nulio, o kirstiné MyM — prie liestinés (8 — «). Taigi

A
kE=tga = lim tgf = lim =4 = f'(x0).
A—0

A0 Az -
N l
L
y+Ay M
Ay
y M, 4. dy
S(&)=1go,
Ax
o B -
7 X X+ Ax -

3.2.1 pav. Funkcijos isvestinés geometriné prasmeé

N

Funkeijos y = f (x) grafiko liestinés taske My (zo, f (zo)) krypties koeficientas
k lygus f' (zo).

Kreives liestinés, einacios per taska My, kurios krypties koeficientas k = f’ (z),
lygtis yra
y — f(z0) = f' (20) (x — 20) .

3.2.1 pavyzdys. Remdamiesi apibrézimu, apskaic¢iuosime funkcijos /z iSvesting
taske x.

Sprendimas
Pagal isvestinés apibrézima turime

o . Vr+Ar—x
Wy =dm

Padauginkime skaitiklj ir vardiklj i {/ (z + Az)* 4+ ¥z + Az - /T + Va2, skaitiklyje
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pritaikome formule (a —b) (a® + a- b+ b?) = a® — b3 :

/ (Vo + Az — ¢/z) (\3/(w+Ax)2+\3/:r+Ax\3/5+ 3/:?)
IJz) = lim
( ) Ax—0 Aaj(al(l‘+A$)2+m%+ W)

T+ Ax—zx

8070 A (\3/ (z+ Az)® + Vo + Awdz + \%72)

Atlike aritmetinius veiksmus ir suprastine skaitiklj ir vardiklj i§ Az, gauname

. Az

ay
! A:C<3 (x+Az) + Vo + Awyz + W)
= lim !

B0 8 (w4 Ax)? + Vo + Dz + Va?

Irasome skaitiklyje vietoj Az nulj ir uzrasome atsakyma
1

1
lim

A*”V&IXS&g@:g@@+%;‘vﬁ+aﬁ+vﬁ‘3%ﬁ

Atsakymas. Tk

3.3. ISvestinés mechaniné prasmé

Materialaus tasko judéjimas laikomas visiskai apibréztu, jei yra zinoma judéjima

aprasanti funkcija S = f(t). Si lygtis leidZia nustatyti nueita keliag bet kuriuo

laiko momentu ¢. Pasirinkime laiko momenta ¢ = t¢ ir apskai¢iuokime nueita kelia

So = f (to). Po laikotarpio At (laiko momentu ¢ = ¢y + At) nueitas kelias:
f(to) + AS = f (to + At).

I$ ¢ia gauname, kad

AS = f(to+ At) — f(to) -
Materialaus tasko vidutinis greitis per laiko tarpa At bus santykis

AS [ (to+Ab) — F (to)

At At ’

Judancio tasko greiciu V laiko momentu ty, arba momentiniu greiciu V', vadi-

AS
nama riba, prie kurios artéja — (vidutinis greitis), kai At artéja prie nulio:

At
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. AS
VA A — S )

Pagreiciu vadinama greicio pokycio ir laiko pokycio santykio riba, kai laiko pokytis
artéja prie nulio:

= 1 —_— = 4 .
o= fim =V )

3.4. ISvestinés ekonominé prasmeé.
Ribinés pajamos ir sgnaudos

Vidutinés bendrosios pajamos — tai gaminio vieneto pajamos, esant tam tikram
gamybos lygiui xg:

P(x) = P(x0) P (x0+ Ax)— P (x0)

x — To Az ’

kur P — pajamos, x — produkcijos kiekis, Az — produkcijos kiekio pokytis.
Vidutinés bendrosios pajamos rodo vidutinj pajamy kitimo greitj, t. y. pajamuy
kitima, kintant gamybos apimciai nuo kiekio x( iki kiekio x.

Ribinés pajamos — pajamuy pokytis AP, kurj lemia mazas produkcijos kiekio
pokytis Az, esant gamybos lygiui xg:

lim P (z¢ 4+ Az) — P ()
Az—0 Az

Ribinés pajamos rodo bendryjy pajamy kitima, nezymiai pakitus gamybos apim-
Ciai. Jeigu, pavyzdZiui, padidinus gamybos apimt}, ribinés pajamos yra teigiamas
(neigiamas) skaicius, tai pajamos didéja (mazéja). Jei ribinés pajamos lygios nuliui,
tai pajamos nedidéja.

Vidutinés sanaudos — gaminio vieneto sanaudos, esant gamybos lygiui z¢:

S(x) =S (xo)  S(xo+ Ax)—S(20)

x — xo Az ’

kur S — sgnaudos, x — produkcijos kiekis, Az — produkcijos kiekio pokytis.
Vidutinés sanaudos rodo vidutinj gamybos sanaudy kitimo greitj, t.y. rodo sanaudy
kitima, kintant gamybos apimcéiai nuo kiekio z( iki kiekio x.

Ribinés sgnaudos — bendryjy sanaudy pokytis AS, kurj lemia mazas produkcijos
kiekio pokytis Ax, esant gamybos lygiui zq:

lim S(xo+ Az) - S (xo)-
Az—0 Ax
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3.5. Elementariyjuy funkcijy isSvestiniy lentelé

Pagrindinés diferencijavimo taisyklés:

(utv) =u £ (u-v) =dv+v'y
/ / w\’  vv—2vu
(c-f@) =c- (@) (3) =5
Elementariyju funkecijy iSvestinés:
' = 0; =1
1
nY — , . »n—1. I _ .
(aj ) n-x ’ (ﬁ) 2\/5,
(e*) =e®,e=2,71828...; (a*) =a*lna;
1
1 I . 1 r_ .
() = 1 (log, @) = ——
(sinz)’ = cosx; (cosz) = —sinx;
1
tgx) = ; tgx) = — ;
(tg2) cos? 1 (cte ) sin? x 1
arcsinr) = ———; (arccosz) = ——;
ing = g laons) = =y
(arctgx)’ T2 (arcctgx)’ = i

ISvestiniy skaiciavimo taisykles galima jrodyti, remiantis iSvestinés apibrézimu.
Tarkime, kad funkciju w(z) ir v (x) iSvestinés egzistuoja. Tuomet, pavyzdZiui,
(u(x) + v (x)) iSvestiné taske x lygi:

(u (@ + Az) + v (2 + Aa)) — (u(2) + v (2)

(u(x) +v(x)) = lim

Az—0 Az
lim u(a:+Aa:)—u(x)+v(x+Aa;)—v(a:) .
Az—0 Ax Az

Kadangi funkciju u (z) ir v (z) iSvestinés egzistuoja, tai egzistuoja ir Siy démeny
iSvestinés. Pasinaudoje ribos savybémis, Sia sumos riba skai¢iuojame panariui:

<u(x—|—Ax)—u(x) +v(a:+Aa:)—v(x)>

I
A}go Ax Ax

— lim u(x+Ax)—u(x)+ lim v(z+ Az)—v(x)
Az—0 Ax Az—0 Ax
= (z)+ (x).

Analogiskai galima jrodyti ir kitas diferencijavimo taisykles.
6 2
3.5.1 pavyzdys. Raskite funkcijos y = 3 + 5 7 + 3 isvestine.

Sprendimas
ISvestinés ieSkome taikydami formule (v +v) =o' +v":

y' = (3066>,+ (f) —(x) +(3).
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Pasinaudoje pagrindiniy iSvestiniy lentele, galime apskaiciuoti iSvestines funkcijy

6 .2
26\’ 22\’ , , 6z 2z
— — ] - = —+— -1
<6)+<2> ()" 4+ (3) 6+2

z°, x°, T ir 3:
Atlike aritmetinius veiksmus, turésime

625 2 5
%qL;fl:x‘JJr:cfl.

Atsakymas. 2° +z — 1.
3.5.2 pavyzdys. Raskite funkcijos y = 2tgx — sinx + 2 iSvestine.

Sprendimas

ISvestinés ieskome taikydami formule (u 4 v) = v’ + 0"
y = (2tgz) — (sinz) + (2)".

Pasinaudoj¢ pagrindiniy isvestiniy lentele, galime apskaiciuoti iSvestines funkcijy

tgx, sinx ir 2:
. 2
(2tgx)’ — (sinz) + (2) = oz~ CosT.

Atsakymas. z° +z — 1.

3.5.3 pavyzdys. Raskite funkcijos y = x%e® iSvestine.

Sprendimas
ISvestinés ieskome taikydami formule (u-v) = v'v + v'u:
y = (m4)/em + (e®) zt.
Pasinaudoje pagrindiniy isvestiniy lentele, galime apskai¢iuoti funkcijy x?* ir e
iSvestines:

x

(x4)/ e’ + (%) a* = da’e” + ez* = ” (42® + 2*).

Atsakymas. e” (4x3 + :E4).

3.5.4 pavyzdys. Raskite funkcijos y = 13_ dalmens iSvesting ir apskaiciuokite
x

jos reiksSme taske x = 1.

Sprendimas

e . . u\’  vv—v'u
Dalmens iSvestinés ieskome taikydami formule | — ) = ————:
v

02

)

;22 (@) (1 +a) - (1+a)a?
y_(1+x> 1 +x)°
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o reiskinio (1 + )" iSvestinés ieSkome pagal formule (u+v)" = u’ + v/, tuomet

turésime ( 2)/ ,
;22\ (@) (ta) -+ (@)
y_(1+fv) - (1+x)° '

Pasinaudoje pagrindiniy i$vestiniy lentele, galime apskai¢iuoti x2, z ir 1 iSvestines:

() (Ot 2) = (' + @))a® _ 2(1+a) = (0+1)a?

(1+2)° (1+2)°
Atlike algebrinius pertvarkymus, turime:

20(1+x)— (0+1)2? 20(1+az)—2® 20+422%—2® 2z+a?

(14 )2 (14 )2 (14 )2 (1+z)*

Apskaiciuojame reiskinio reiksme taske z = 1:

) 2.1+12 241 3
y(]_): 3 = 3 = -
(1+1) 2 4

2+ 22 3

Atsakymas. m, Z

3.5.5 pavyzdys. Raskite funkcijos 4% ¢/x iSvestine.

Sprendimas
Teskosime iSvestinés taikydami formule (u - v) = v'v + v'u:

y' = (4% Yo+ (V) 4°.
Pasinaudoje pagrindiniy iSvestiniy lentele, galime apskaic¢iuoti funkcijy 4% ir z3
iSvestines: 1
(47) Vo + (Vo) 4" = 4" 4 + g™ iar.

1
Atsakymas. 4" In4 ¥z + gx_%élx.

3.6. Elastingumas

Elastingumas — santykiné iSvestiné, kuri ekonomikoje taikoma rodikliy kitimo
greiciui apibudinti. Paklausos elastingumas kainos atzvilgiu yra procentinio
paklausos kiekio ir kainos pokyciy santykio riba, kai kainos pokytis artéja prie
nulio.
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Funkeijos y = f (2) elastingumu kintamojo = atzvilgiu taske x vadinama riba

Ay A
y:x>’ x# 0,y #0.
y T

E, (y) isreikskime funkcijos y = f (x) iSvestine:

.0 = Jim,

Ay _ oy, Y

xT T
E = 1l —. == =9 _ 2
pW) = Jim R Ty A A, Ty Y @)
X
Ex(y)=§~y’(z)

3.6.1 pavyzdys. Apskaic¢iuokite gamybos kasty y elastinguma produkcijos kiekio

x atzvilgiu taske z = 10, kai ie rodikliai susieti priklausomybe y = z# 4 z3.

Sprendimas
Pirmiausia randame funkcijos y = 2* 4+ 22 ivestine:

(:U4 + 1’3)/ = (x4)/ + (:c‘j)l = 423 + 322,

Pritaike E, (y) = z -y’ (z) formule, surasime funkcijos y = z* + 22 elastinguma
Y
kintamojo x atzvilgiu
x (423 + 322 x3 (4 + 3 4r + 3
By (y) = ———5 - (42° +32%) = (4 3 ) et :
t+ xt+ a3 (z+1) x+1
Irase = = 10 | gautaja iSraiska, turime
4z +3 _4-10+3 43

ElO (y) = 3,91

r+1 |, 10+1 11
Remdamiesi elastingumo apibrézimu Ejg (y) = 3,91, gauname, kad produkcijos
apimdéiai x padidéjus vienu procentu, gamybos kastai padidéja 3,91 procento.

Atsakymas. Gamybos kastai padidéja 3,91 procento.

3.7. Atvirkstinés funkcijos iSvestiné

Tarkime, kad y = f (x) tasko x = z( aplinkoje yra didéjanti (arba mazéjanti) funk-
cija, t.y. y1 = f(x1) > y2 = f(x2), kai 1 > x2. Tada egzistuoja atvirkstine
funkcija @ = £~ (y). PavyzdZiui, jei y = 22, 2 > 0, tai v = f~1 (y) = VY- Paste-
békime, kad peréjus prie jprastiniy kintamyjuy zymeéjimy, kai x yra nepriklausomas
kintamasis, o y — priklausomas kintamasis, tai funkcijos y = f~! (z) grafikas yra
simetrinis tiesés y = x atzvilgiu funkcijos y = f (x) grafikui (zr. 3.7.1 pav.).
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ya y=/"()

3.7.1 pav. Funkcijos ir jai atvirkstinés funkcijos grafikai

Kai funkcija y = f (z) yra diferencijuojama (turi iSvestine) taske z = 1z, tai abu
pokyéiai Ax = x — zg ir Ay = y — yo (yo = f (x0)) nyksta, kai z — x¢ (arba
Yy — yo). Turime

Ay 1 1
f(wo) = Jim Y= = ~
Axz—0 Aﬂj Al;go %’y (f/ (yO))/

Taigi teorema jrodyta.

Teorema. Jeigu didéjanti (arba mazéjanti) funkcija y = f (z) taske xo turi
nelygia nuliui iSvestine y! = f'(xg), tai atvirkstiné funkcija = = g (y) taske
Yo = [ (wo) irgi turi isvesting =, = ¢’ (o), t. y-

3.7.1 pavyzdys. Tarkime, y = 22, z > 0. Tada = = VY ir gauname

' 1 1 1
N TN )

Pastebékime, kad ta patj rezultata gauname taikydami formule (y(’)’ =y

W' = () = t=gs

a—1.

Nl
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3.8. Sudétiniy funkcijy iSvestinés

Tarkime, kad funkcija v = u (z) taske xo turi iSvestine, o funkcija y = f (u)
atitinkamame taske ug = u (x¢) turi iSvesting. Tada sudétinés funkcijos y =
f(u(zx)) iSvestiné randama pagal formule

Yo = I'(u(@))d (z).

Irodymas. Kadangi y = f (u) taske wug turi iSvesting, tai
Ay
lim =2
Ay Ry =1 (0)-

Remdamiesi ribos egzistavimo salyga, poky¢iu santykj galime iSreiksti iSvestinés ir
nykstamosios funkcijos suma:

Ay

Au
fia a(Au) yra nykstamoji funkcija taske 0, priklausanti nuo kintamojo Awu. I8
gautos lygybés isvedame Ay:

Ay = f' (ug) - Au+ o (Au) - Au.

= f"(uo) + a (Au),

Sios lygybeés abi puses padalinkime i§ Az, tuomet gauname

Ay Au Au
— — A
= [ (o) - o (D) R
Kai Az — 0, tai dél funkcgos u = wu (z) tolydumo artéja prie nulio ir jos pokytis
Au. Prie nulio artéja ir dydis «, priklausantis nuo Au. Tuomet turime
Ay Au Au
Ay Ry = o) fim 7+ timg (B Jim Ky = (o) (o).

Vadinasi, jrodéme formule

Ve = f'(u(@))u! (z).

Sudétiniy funkcijy iSvestinés:

(un)/ =n- un—l . U/; (\/ﬂ)/ —

!

2y’

(e*) = /u’; (a*) =a lna/ u';
u u
(nuy = (o8 1) = i
(sinu)’ = cosu - u'; (cosu) = —sinwu - u;
u u’

t ctgu

(bgu) = cos?u’ | (ctgu)’ = sinZu ,
(arcsm ’LL) \/%, (arccos U) —\/%,

—u —u
(aretgu) = i (arcetgu) = ——
arctgu) = —— arcctgu) = —
& 1+ u?’ & 1+ u?2



3. FUNKCIJOS ISVESTINE IR DIFERENCIALAS 141

3.8.1 pavyzdys. Remdamiesi sudétiniy funkcijy iSvestiniy skai¢iavimo formulé-
mis, raskite funkcijy iSvestines.
a) y= (1—a).

Sprendimas
Kadangi negalime i§ karto pasinaudoti pagrindiniy iSvestiniy lentele (nes musy

funkcija yra sudétiné), ieskome iSvestinés taikydami formule (u?) =n-u"" 1. o/
y = ((1 - x2)4)/ = [(u4)/ =4yt ! -u’} =4(1- x2)3 (1- xz)/,
o reiskinio 1 — 2?2 iSvestinés ieSkome pagal formule (u+v)" = v’ +9’, tada gauname
11-a?) (1=a?) =4 (1-2%)" (1= (7))

Dabar jau galime remtis pagrindiniy i§vestiniy lentele ir apskaic¢iuoti 22 ir 1 isves-
tines: 5 . 5
1(1-2?) (1= (%)) =4(1-2%)" (0 - 20).

Atlike aritmetinius veiksmus, turésime

4(1-22)°(0—22) =4 (1—2%)° (—22) = 8z (1 —2?)°

Atsakymas. y' = —8z (1 — x2)3.
b) y = e .

Sprendimas
Ieskome iSvestinés remdamiesi sudétiniy funkcijy isvestinémis:

y = (6“‘2)/ = [

Jau galime pasinaudoti pagrindiniy i$vestiniy lentele ir apskaiéiuoti 22 iSvestine:

I
9]
<
:\
[
I
(9]
8
N
—~
8
i~}
~—

&’ (m2)/ = 2ze® .

Atsakymas. y' = 2ze® .
c)y=+v1—2z2

Sprendimas

Teskome igvestinés pagal (u") =n - u"~!

-’ formule. Tuomet turésime

= (V=) = [ = 3] = (0= ?)
— =) - = )

=

(1-2%)",
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reiskinio 1—x? i§vestinés ieskome taikydami formule (u+v)’ = u/+v’, tada gauname
_1 / 1 1 12

1—2?)" 2 (1-2%) == (1-2? 2(1’— z? )

(1=2®) *(1=2”) =5 (1-27) ()

Remdamiesi pagrindiniy iSvestiniy lentele, galime apskai¢iuoti iSvestines 2?2 ir 1:

5027 (1= (@) =5 (=) F0-20)

Atlike algebrinius pertvarkymus, turésime

N |

X

V1—a2

Atsakymas. ¢y = —

1 (1 —x2)’% (0—22) =< (1 —xQ)’% (—22) = —

2

N =

x
V1—a?
d) y = 3cos (32% — 5).

Sprendimas
Kadangi negalime i$ karto pasinaudoti pagrindiniy iSvestiniy lentele, nes funkcija
yra sudétine, ieSkome isvestinés taikydami formule (cosu) = —sinw - u’

y' = (3cos (32% — 5))/ = [(cosu)" = —sinu - ]
= —3sin (322 - 5) - (32® - 5)’.

Dabar jau galime pasinaudoti pagrindiniy iSvestiniy lentele, apskai¢iuoti 322 — 5
iSvestine ir gauti atsakyma:

~3sin (32~ 5) - (322 — 5)' = —3sin (3 ~ 5) ((32%) - )
= —3sin (32° — 5) (6z — 0) = —18xsin (32° — 5) .

Atsakymas. y' = —18zsin (327 — 5).

e) y=+{/(2z+1)%

Sprendimas
Kadangi negalime is karto pasinaudoti pagrindiniy iSvestiniy lentele, nes nagrinéja-

.s cpe e e~ v o . . . !/ —
ma funkcija yra sudéting, ieskome iSvestineés taikydami formule (u®)" = au®=1 - u':

y = ( (22 + 1)2>I - [(u) - %u%_l u} = g (22 4+1)7F - (2w +1) .

(2 + 1) ieskome taikydami formule (u 4+ v)" = v’ + v'. Tada gauname

ol
ol

; (2c4+1)73 (20 4+1) = ; (22 +1)7% ((22)" +1').



3. FUNKCIJOS ISVESTINE IR DIFERENCIALAS 143

Pasinaudoje¢ pagrindiniy iSvestiniy lentele, galime apskaiciuoti isvestines funkcijy
2z ir 1: 9 5
3 (2z+1)7% ((22) +1') = 3 (2z+1)73(240).

Atlike algebrinius veiksmus, turésime

20041 240 = Top 1)yt 2
(2% = — (22 = .
3 3 3922 +1
Atsakymas. 1’ = L
ymas- ¥ = s ar 1

f) f(x) = In®sin® (22 +1).

Sprendimas

f(@) = (n® (sin? (a2 +1)))

= 31n? (sin2 (x2 + 1)) . (ln (sin2 ($2 + 1)))1
B 31n? (sin2 (J:2 + 1)) .9/ o9 ’
= @D (sin® (2% + 1))
 3In® (sin? (22 + 1)) 2sin(a® +1) , ’
= sin? (22 + 1) (sm (x + 1))
B 61n? (sin® (2% + 1)) sin(2? + 1) cos (22 +1) , , ’
B sin? (22 + 1) (" +1)
_ 61n? (sin? (22 + 1)) sin(2? + 1) cos (22 + 1) 2z
B sin? (z2 + 1)

122 1n” (sin? (22 + 1)) sin(2? + 1) cos (22 + 1)

sin? (22 + 1)
122 1n® (sin? (22 + 1)) cos (2% + 1)
sin (22 4+ 1)

=12z 1n” (sin2 (332 + 1)) ctg (mQ + 1) .

Atsakymas: f'(z) = 12z In? (sin® (22 + 1)) ctg (22 + 1).
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g) f(z) = V1+ cos? x.

Sprendimas

/ /

J'@) = (VT+eo?z) = ((1+cos?2)")
%(Hcos?x)% (1+ cos?x)
% (1+ cos?z) 3 2cosx (cos z)
§(1+c0829:) %2cosx (—sinx)

—2cosxsinx —sin 2z

3¢/ (1+cos?z)®  3¢/(1+ cos? )
—sin 2z
Atsakymas: [’ (1) = ———.
3¢/(1 + cos? z)?
3.9. Isvestinés radimas taikant logaritmavima

Funkcija (u (x))v(gu) (u(z) > 0) vadinama sudétine rodikline funkcija. Jeigu
funkcijos w (z) ir v (z) turi iSvestines, tai funkcijos y = (u (x))v(m), u(x) > 0,
iSvestine galime rasti logaritmuodami sig funkcija:

Iny=v(z)nu(x),
(Iny) = (v(2)lnu(2)),
cyh =0 () Inwu(z) +v(x)-

1
-u’) = <v’lnu—|—u--u’>,
u

/ —
(W) =u’ Inu-u' +v-u"" .

S

y;:y(v’lnu—i—v

3.9.1 pavyzdys. Raskime funkcijos f(z) = (ctg ac)w'H iSvestine.

Sprendimas

Kai f(z) = u(x)v(x), da wu(z) ir v (z) yra diferencijuojamos funkcijos, tai f’ ()
randama logaritmuojant funkcija f(z).

Logaritmuojame abi Sio reiskinio puses:

In f(z) = In (ctgz)" .

Tuomet desinéje gautojo reiskinio puséje nukeliame laipsnio rodiklj pries logaritmo
zenkla
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Inf(z)=(z+1)In(ctgx).

Dabar ieskome gautojo reiskinio iSvestinés

(0 () = (& + 1) o (ctg)) .
Taikydami formules (u-v) = -v+v -wir (In f(z)) = ﬁ - f' (x), gauname
(In f(2))" = ((z + 1) In(ctgz))",

1
f (@)

Surandame z + 1 ir In(ctg x) iSvestines:

- f(x) = (z 4+ 1) In(ctgz) + (In(ctgz)) (z 4+ 1).

L (2) = In(ctgz) + —— (ctgz) (z + 1),

1
(@) ctge
1

"(2) = In(ctgx ! 1 x
f(:lc)f(ﬂv)_1 (cte )+ctgx< sian)( +1).

Atliekame veiksmus

1 y z+1 z+1
. = In(ct — ————— =In(ct _—
f () 1! (@) = In(ctg z) ctgrsin?x n(ctgz) o sin?
1 2 1
= In(ctgz) — L = In(ctgz) — Lﬂ
sin z cos x 2sinz cos
2(x+1)
= In(ctgz) — ——t 2,
n(e gx) sin 2x

Kadangi mums reikia rasti f’ (z), o kairéje Sio reiskinio puséje turime ﬁ - f (x),
padauginame abi Sio reiskinio puses i$ f (z).

f'(@) = f(x) (ln(ctg:c) - M) _

sin 2x
Deginéje puséje vietoj f () jrade duotaja funkcija, t. y. f(z) = (ctgz)*t', turime

) = (et (n(erg) - 2

Atsakymas: f'(z) = (ctga)""" <1n(ctgx) - 2@«"+1>)

sin 2x
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3.10. Neisreikstiniy funkcijy iSvestinés

Tarkime, kad kintamieji x ir y susieti lygtimi

F (z,y) =0.

Jei Sia lygti y atzvilgiu galima iSspresti tam tikrame intervale (z1,22) C R (t. y.
turime tapatybe F' (z,y(z)) = 0, kai € X), tai sakome, kad lygtis FF = 0
apibrézia neiSreikstine funkcija y (z) (intervalas X yra jos apibrézimo sritis).

Norédami rasti funkcijos y (x) iSvestine y’ (z), turime diferencijuoti panariui abi
lygties F' (z,y) = 0 puses pagal x, nepamirSdami, kad y yra argumento z funk-
cija:

oOF
OF OF dy dy , £
—_— _— = b _— = = — ==
Ox + Oy dx 0, arba de 7 oF

Ay

3.10.1 pavyzdys. Raskime 3/, jeigu duota tokia funkcija
22 +3y3 —zy =x — 2.

Sprendimas
Diferencijuojame abi duotosios lygties puses pagal z:

2-204+3-3y*-y —(y+ay) =1.

Atlike algebrinius veiksmus, gauname

dr+9y° Y —y—ay =1
Dabar perkelkime visus narius, neturin¢ius y’, i deSiniaja puse, o turinéius y’ pali-
kime kairéje puséje:

92 -y —xy =1 —4dx+vy.

Iskele kairéje lygties puséje y' uz skliausteliy, turime

Y (9 —2)=1—da+y.
Taigi

,  1—dr+y

Y 9y? — x

_ 1—4x+y.

Atsakymas. y 902
Y2 —x
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3.10.2 pavyzdys. Raskime ¥, jeigu duota tokia funkcija
e’ + xy + 3+ cos (z 4+ 2y°) = " + x.

Sprendimas
Diferencijuojame abi duotosios lygties puses pagal x:

ey +y+ay —sin (z+2y%) (1+2-3y%) =" + 1.

Atlike algebrinius veiksmus, gauname

e¥y' +y + xy’ — sin (:z: + 2y3) — 6y°y’ sin (x + 2y3) =% +1.
Perkelkime visus narius, neturincius v, j deSinigja puse, o turincius y’ palikime
kairéje puséje:

ey’ +xy’ — 6yy sin (x4 2y°) = e* + 1 —y +sin (z + 24°) .
Iskeéle kairéje lygties puséje 3’ uz skliausteliy, turime

Y (ey+x—6y25in(x+2y3)) =e"+1—y+sin (a:+2y3).

Tada gauname, kad
, 6x+17y+sin(:c+2y3)

Y= +x — 6y2sin (z + 2y3)
e® +1—y+sin (z + 2¢y3
Atsakymas. y = i - ( v) .
e¥ + x — 6y? sin (z + 2y3)
2.8 testas
(tg’l}4o)/ =
40 39 39
@ 00:2 040 3 @ - cégzvv‘m ’ @ - co:2 o103 cgg;v‘m '

(esin4lz)’ —
@ 41cosdlzesindlz; () sin41zesin4lz,
@ 41sin4lzesm412: @ cos4lzesindlz,

9
8x — 20
Raskite funkcijos y = x iSvestine.
13
2 —
xr— 9 xX
© 576 5o @ —576(: 1

8x—20 8x—20
8 64((295 13))107 @ 7576%
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Raskite funkcijos y = arcsin (9:5 — 4) i8vestine.

@ V- 8112+721 15’
@ \/81z2+72z+17

@ V- 8112-‘1-721 157
\/81z2+72x+17’

Raskite funkcijos y = sin® (xg) iSvestine.
@ —2427 sin? (28); @ 2427 sin? (2®) cos (z8);
@ —2427sin? (2%) cos (28); @ 2427 sin? (28).

N @ —2522° 51n3(9x7
@ —2522% sin (9957

) @ —3712° 51n3(9m7
(

) @ —37128 sin® (927

— — — —
o
o
7]
©
8

(VT m@E+9) =

@ Y/ (T rin(z+8)9 .
10(z+8) )

@ 19/7+1n(T+s)
@ 10 19/7+1n(x+s)
1 .
10(2+8) W/ (T+In(a+8))9’

@ 10(x+8)
£

(7+In(a+8)9

1 .

@ W/ (7+1n(z+8))9 "’
1 .
10/7 fin(z+8)’

1 .
10(z+8) 1/ 7+In(z+8)’

Tarkime, kad paklausos w priklausomybé nuo kainos x
reiskiama funkcija w = 170 — 25V/z4.
Raskite paklausos elastinguma F_[w].

@i r? i+17 \/1*7 @ i_ﬁ 1 )
172 5

@ i+¥ 55 Ot ©5-Y 4
x it% xd

of
8
IS
8
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3.11. Aukstesniyjuy eiliy iSvestinés

Funkcijos y = f (z) i8vestiné y' = f’ (z) vadinama Sios funkcijos pirmosios
eilés iSvestine, tada (y’) vadinama funkcijos y = f (x) antraja iSvestine
arba antrosios eilés iSvestine. Antroji iSvestiné zZymima y” arba f” ().

Analogiskai apibréziamos kity eiliy iSvestinés, t.y. antrosios iSvestinés iSvestiné yra
trecioji iSvestineé ir t.t.

Y™ = <y<n—1>)’

3.11.1 pavyzdys. Raskime funkcijos y = e™® + 3x2 trecigja isvestine.

Sprendimas
Pirmiausia randame pirmaja duotosios funkcijos iSvestine:

y = (e "+ 3302)/ = () +(32%) =e®(~2) +3-20 = " + 6a.
Tada randame antraja iSvestine
y' =) = (—e ™"+ 6:1:)/ =— (e*””)/ + (6z) = —e " (—z) +6 =€ " +6.
Trecioji iSvestiné atrodys taip:
Y =" = (e +6) = ()

Atsakymas. y"' = —e™*.

-@'— Svarbu

Jeigu reikty rasti funkcijos y = ™% + 322 trecdiaja idvestine taske x = 1, tai
atsakymas buty

1
y/// (1) — _e_z‘le — —6_1 — _g.
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2.9 testas
f(x) = 26 sin(5x) — 3522
17(0) =
D -165; @ -35; @ r70; @D -130; O o
®) 35; @ —70; @ 130; O 165; ©) 125.
f///(o) —
@ 720; ®@) 650; @ -70; @ -720; O o;
® —e650; () —3250; @ 70; ® 3250; (O 125.
2722 — 2
@) =35,
#(=5) =
@%7 @ 370’ @_%; @_g;g’
® % ©-% 0% Oo
2(5) =
@ 18275; @ % @ 8475; @ _3;;5’
@ 03 @ 3i @ 7182757 @ *18475'

3.12. Teiloro formulé

Pagal Lagranzo teorema’

f@)=f(a)+ 1 (&) (x—a),

jei tik funkcija f — tolydi ir diferencijuojama intervale (a —v,a + ) (Cia v — tei-
giamas skaiCius), o £ yra tam tikras taskas tarp z ir a.

Jeigu funkcija f yra (n+1)-a karta diferencijuojama intervale (a — v, a + =), kuriam
priklauso ir z, x # a, tada egzistuoja taskas &, esantis tarp z ir a, toks, kad

f"(a)

f(@) = f(a) + f (@) = a) + 5=z —a)’ + -
f(n)(a) . f(n—H)(f) . (3.12.6)
+ " (x—a) +W(x_a)+_

Paskutinis de§inés pusés démuo yra vadinamas Teiloro!? formulés LagranZo'!

9Jei funkcija y = f (z) yra tolydi atkarpoje [a; b] ir diferencijuojama intervale (a;b), tai
tarp a ir b yra taskas ¢, kuriame f (b) — f (a) = f' (c) (b — a).

9Brook Taylor (1685-1731) — angly matematikas.

" Joseph Louis Lagrange (1736-1813) — pranciizy matematikas, astronomas ir inZinie-
rius.
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formos liekamuoju nariu:

(n+1)
Ro(o) = S =0,

3.12.1 pavyzdys. Uzrasykite pirmuosius tris Teiloro formulés narius:
flx)=V8+uz, x—0.

Sprendimas
Remdamiesi (3.12.6) formule, uzrasysime tris pirmuosius Teiloro formulés narius.

Visy pirma reikia apskaiciuoti Sios funkcijos iSvestine:

Fa) = (¥573) = (B+0t) = | (1) =t
I
3- \3/(8+x)2.

Dabar apskaic¢iuojame Sios funkcijos antraja iSvestine:

Wi

—lera)t sty =

3

!/

o= ] = (5 (8+x)_§)/ = [(#) = -3ut ]

3-8+ )
12 s 2
=5 B0 T B+ = - ——.
9¢/(8 4 z)°

Pirmieji trys Teiloro formulés nariai atrodo taip:

Fa) = £ (@) + £ (0) (e —a) + LD (@

kai a = 0, turésime

F(@) = F0)+ f(0)-z+ f’;(!o)

Todél reikia apskaic¢iuoti pirmosios ir antrosios iSvestinés reiksmes taske 0:

1 1 1
/0: = = — = —,
2 2 2 1 1

1
0) = — =— =— =— =——
770) 9.3/(8+0)5 9.5  9-8-4 9.8-2 144

Belieka apskaiciuoti funkcijos reiksme taske 0
fO)=v8+0=+V8=2.

Gautus rezultatus jrase i (3.12.7) formule, turésime:

1 — 1 1 T 2
38 %2 . 144. 2:2 . _ . 2:2 )
VO TR ot o Tt T " T2 7 98

2

x T .
ﬁ_@,kalx—}().

z2. (3.12.7)

Atsakymas. /8 + 1 ~2+
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3.13. Liopitalio taisyklée

Sakome, kad dviejy funkcijy santykls Q kai x — a (a gali buti baigtinis ar

begalinis), yra neapibréztumas 2 o arba 2, Jel
lim f(z) = lim g(x) =0 arba lim f(z) = lim g(z) = co.
r—a r—a Tr—a Tr—a

Liopitalio!? teorema. Tarkime, funkcijos f ir g apibréztos ir diferencijuojamos
kokioje nors tasko a aplinkoje, iSskyrus gal tik patj taska a. Be to, lim f(x) =
Tr—a

lim g(z) =0 (lim f(x) = lim g(z) = 00), o i8vestiné ¢'(x) nelygi nuliui né viename
T—a T—a r—a
minétos aplinkos taske. Jei Siomis salygomis egzistuoja (baigtiné ar begaliné) riba

lim £ ( ), tai egzistuos ir riba lim e g ir bus teisinga Sitokia lygybé:
z—a 9 T—a

lim @) = lim F'@)

T—a g g;) z—a g’(x) ’

0
Kai turime neapibréztumus — arba f, tuomet lim L&) = lim £ ),
00 z—a 9(8) T g5 9'(@)

pusés santykio riba egzistuoja, o a gali buti bet koks realus skaicius arba tolti j
begalybe (£00).

kai desiniosios

&Pastaba
3.13.1. lim g:gg gali neegzistuoti, nors funkciju f ir g santykio riba lim ggg
T—a T—a
ir egzistuoja.

Pavyzdziui, reiskinys

(z2cos 1) 2zcos!l —sinl 1 1 1
- = - =2z (1 + ) cos — 4+ xsin — + sin —,
(In(1+x)) S x z x

kai x — 0, ribos neturi, taciau

. 22 cosl 0 . xcos L . ;1ccosl
lim ————* = | — | = lim +—+"— = lim ———F—~
=0 In (1 4 ) 0 @20 2In(1+a) 2201y (1 4 4)*
1
_ il_r)%xcos 2129:0
ln(lim (1+x)%) ne 1
x—0

Prisiminkime, kad nykstamosios ir apréztosios funkcijy sandauga yra nykstamoji
funkcija (zr. 109 psl.), todél

1
lim x cos— = 0.
x—0 X

12Guillaume Francois Antoine marquis de L'Hopital (1661-1704) — pranciizy matema-
tikas.
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&Pastaba
3.13.2. Jeigu f’(z) ir ¢’(x) tenkina tas padias salygas, kaip ir funkcijos f(z)
ir g(z), tai Liopitalio taisykle galima taikyti dar karta. Tuomet: lim f; Ezg =
r—a
lim 2 = lim £7@)  Dagnai Liopitalio taisykle reikia taikyti keletg karti.
w—a 9'(@) T g5q 9" (@)
&Pastaba
3.13.3. Neapibréztumas 0 - co pertvarkomas j neapibréztuma % arba 22,
tuomet £ (@) ()
. s ) . glw
I fEe@ =t = =i T
g9 (x) f (@)
&Pastaba

3.13.4. Neapibréztumai 0°, oo® ir 1% pakei¢iami neapibréztumu 0 - co
islogaritmavus nagrinéjama reiskinj, arba galime taikyti tokias formules:

9(x) _ eignag(f) In f(z) 0

1. lim f () , kai turime neapibréztumus 0%, co®.

r—a
= lim g(z)(f(x)—1)
2. lim f(z)g( ) = g’ @

r—a

, kai turime neapibréztuma 1°°.

&Pastaba

3.13.5. Neapibréztumais nelaikome santykiy % =00, kai a # 0 ir - 0,
00
kai a # oo.

3.13.1 pavyzdys. lim z?lnz.
r—40

Sprendimas

Neapibréztumas 0 - co. Reiskinj pertvarkome j neapibréztuma 22 (7r. 3.13.3 pa-
staba):

1

lim z2lnz = lim nl:l:

z—+0 z—=+0 =
T

Dabar jau galime taikyti Liopitalio taisykle. Tuomet turésime

1 Inz)’ Inz)’ 1
im nlx = lim (nla:), = lim (nxz)/ = lim .
z—+40 s z—40 (?) z—+0 (x* ) z—+0 —2x

Atlike algebrinius pertvarkymus, apskaic¢iuojame riba

1 1 3 2 0
lim —2 = lim (-2 )= lim (- )= lim (-=)=—2=0
r—+0 —21'_3 x—+0 3 r—+0 20 r—+0 2 2

Atsakymas. 0.
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2
3.13.2 pavyzdys. lim r

z—+oo 3T

Sprendimas
Kadangi 37°° = +o00, turime neapibréztuma 2. Todel is karto taikome Liopitalio
taisykle:
. x2 . <$2>/ . 2x
lim — = lim - = lim ———,
z—+o00 3T z—+00 (3I) z—+o00 3%1n 3

irase vietoje z begalybe, dar turime neapibréztuma 2. Remdamiesi 3.13.2 pasta-
ba, taikome Liopitalio taisykle dar karta:

2z ) (2z)’ . 2

lim = lim ;= lim —————.
=400 3%In3 x40 (37 1n 3) rz—+00 In3-3%1In3

Kadangi jau nebéra neapibréztumo, jrasome vietoj x begalybe ir apskaiciuojame
riba:

i 2 2 2 0
im = =—=0.
z—=+o0oIn3-3*In3 In3-3*°In3 oo
Atsakymas. 0.
2.10 testas
ettt . : . 1, :
lim — = @ L; @ 3; @ 003 @ 3 @ 0; @ +o0.
t—too t7
D 3 @ 1
ili% z?Inz = @ riba neegzistuoja; @ In3;
® o; © .
s Do @
lim fom = @y @ &;
®) 15; (© riba neegzistuoja.
18
4 S . (a) lim {f:OQ
Kuris teiginys yra teisingas? z—+oo e
(b) 1i151_0 Valnz = 0.
T—
@ (b); @ (a); @ abu teiginiai; @ né vienas.
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3.14. Funkcijos diferencialas

Diferencialo apibrézimas

Funkcijos y = f(z) diferencialu (Zymime dy) vadinama sandauga f'(z) - Az,

t.y.
dy = f'(x) - Az

Diferencialo formuléje vietoj Ax galima rasyti dz, nes pagal apibrézimag funkcijos
y = z diferencialas do = 2’Ax = 1 - Ax = Az. Taigi

dy = f'(z)dx
I3 ¢ia isplaukia
dy _
)

t. y. funkcijos isvestiné lygi funkcijos diferencialo ir argumento diferencialo santy-
Funkcijos diferencialas daznai taikomas matematikoje, skai¢iuojant funkcijy reiks-
mes, taip pat vertinant paklaidy diduma. Tai daroma remiantis tuo, kad funkcijos
pokytis yra apytiksliai lygus funkcijos diferencialui, kai argumento pokytis mazas,

t. y. Ay ~ dy. Si lygybé iplaukia i iSvestinés apibrézimo f’ (z) = Alim0 % = %

- y=1{x)

Y+AY

AY

AX

|
o

3.14.1 pav. Funkcijos diferencialo geometriné prasme

X X+AX
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18 3.14.1 paveikslo galime pastebéti, kad
dy _dy _
Az dxr
todel
dy = ' (z0) - Aw.
Taigi df (x0) = dy.

N

Funkcijos diferencialas lygus liestinés, nubréztos per taska zq, ordinatés po-
ky¢iui, atitinkan¢iam argumento pokytji Ax.

Funkcijos y = f(x) diferencialo diferencialas vadinamas antruoju diferencialu
(arba antrosios eilés diferencialu) ir Zymimas d?y arba d?f(z). Taigi d%y = d(dy).
Analogiskai d3y = d(d?y) ir t. t. Rasime antros eilés diferenciala:
Py = d(dy) = d(f'(@)dz = d(f'(@))dz = (f'(2)de) dz = [ (z)da®.
Taigi

d*y = f"(x)dz?.
3.14.1 pavyzdys. Raskime funkcijos y = €% pirmos eilés diferencialg.

Sprendimas
Remdamiesi diferencialo apibrézimu, gauname:

dy =d (") = (65"”)/ dx = € (5x) dx = 5e’du.
Atsakymas. dy = 5e>%dx.

3.14.2 pavyzdys. y = sin4x.

Sprendimas
Is diferencialo apibrézimo isplaukia, kad

dy = d (sin4x) = (sin4z) dz = cosdax (4z) dx = 4 cos dxdz.

Atsakymas. dy = 4 cos4xdzx.

Diferencialo taikymas apytiksliams skaic¢iavimams

Imkime funkcijos y = f(x) pokyti ir diferenciala taske = = a:

Ay = fla+ Ax) — f(a), dy= f'(a)Ax.
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Kadangi Ay ~ dy, tai is uzrasytyju lygybiy gauname
fla+Az) — f(a) = f'(a)Az

arba

fla+ Az) = f(a) + f'(a)Aw. (3.14.8)
Jeigu a + Az = z, Az = = — q, tai vietoj (3.14.8) formulés turésime formule:
f(@)~ fla) + f'(a) (x —a).
Atskiru atveju, kai a = 0, gauname

fa) = £(0) + f(0) - . (3.14.9)

3.14.1 pavyzdys. Taikydami diferenciala, uzrasykime apytiksle formule duotajai
funkcijai:
b) f(z) = V1+x, kai = — 0 ir apskai¢iuokime f(0,12).

Sprendimas
Remdamiesi (3.14.9) formule, uzrasysime apytiksle Sios funkcijos formule. Pirmiau-

sia apskaiCiuojame sios funkcijos iSvestine:

)= (Wita) = (a+0h) = [(u;)’ _
1
WIita

Apskaic¢iuojame iSvestinés reiksme taske x = 0:

Nl

=—(1+2) 2 (1+x) =

N |

oy 1
f(o)_zm_?

Ieskome funkcijos reikSmeés taske x = 0:
fO)=v1i+0=1.

Pritaike (3.14.9) formule ir jrase gautasias reikSmes, turésime

1
f(ac)%l—i—i-x, kai z — 0.

Taigi
\/1+zzl+g, kai x — 0.

Apskaiciuojame /T, 12 & 1+ %12 = 1,06. Atkreipkime démesj, kad tikslioji reiksme

V1,12 =1,0583005. .. ir apskaic¢iuotos apytikslés reiksmes santykiné paklaida yra
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|1,0583005. .. — 1,06

0583005, 00 %~0,16 %

Atsakymas. V1 +zxz~1+ g, kai x — 05 1, 06.

b) f(z) =1In(1 — ), kai  — 0.

Sprendimas
Remdamiesi (3.14.9) formule, uzrasysime apytiksle sios funkcijos formule. Pirmiau-

sia apskaiciuojame sios funkcijos iSvestine:

Fa) = (1= 2)) = [ = 2] = 2 -0y = -

rade iSvestine, apskaic¢iuojame jos reiksme taske 0:

Teskome funkcijos reiksmeés taske 0:
f(0)=In(1-0)=Inl1=0.
Pritaike (3.14.9) formule ir jrase gautasias reikSmes, turésime
flz)=0—-1 -z~ —uz.

Taigi
In(l1-2z)~—z,z—0.

Atsakymas. —x, x — 0.

2.11 testas

10
Tarkime, kad h(p) = \/% Tada dh(l) =

® B2dp; @ T2dp; @ S2dp; @ 332 dp.

Tarkime, kad h(z) = v/1+ 8.

Taikydami diferenciala uzrasykite apytiksle formule, kai  — 0.
D h@=1-3z; @ h@)=iz; O h@)~1+ie; @ h)=1-%;
® n@)x1+48z; O h(@)=1-8z; @) h(z)x—Ex; @ h(z)~1+2.

h(=37)~
@ 57 . @ 8 - @ 6 48 - @ 8- @ _ 8- 50 - 41
9 499 7 49 7 497 499 49 *

%
N

N
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4. ISvestiniy taikymas

Raktiniai zZodziai: Funkcijos grafiko liestinés lygtis. Funkcijos didéjimas ir ma-
zéjimas. Ekstremumai. Kritiniai taskai. ISkilumo intervalai. Funkcijos grafiko
asimptotes.

Literatura: [Apy01] IT skyrius, 47-60 p.; [Bud08] 118-140 p.; [Pek05] VII sky-
rius, 158-182 p.; [Rum76] XVI-XVIII skyriai, 263-285 p., 311-314 p., 317-329 p;
[Tho05] 244-285 p.

4.1. Funkcijos grafiko liestinés taske lygtis

Funkcijos y = f(z) grafiko liestinés taske x = a lygtis yra

y = f(a) + f'(a)(x - a).

4.1.1 pav. Funkcijos f(z) liestiné taske A(2;2)
4.1.1 pavyzdys. Uzrasykime kreivés
y=a>—3z

liestineés, nubréztos per taska A(2;2), lygti (zr. 4.1.1 pav.).

Sprendimas
Funkcijos y = f(x) grafiko liestinés taske a lygtis bendruoju atveju:

y = fa) + f'(a)(x - a).
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Turime salyga: f(a) = f(2) = 2. Raskime funkcijos isvestine f/(z) = 322 — 3.
Apskaic¢iuokime iSvestines reikSme taske a = 2, t. y. f'(a) = f/(2) = 9. UZrasykime

2 SKYRIUS. MATEMATINE ANALIZE

kreives y = 23 — 3z liestinés, nubréztos per taska A(2;2), lygti:

y=f(a)+ f(a)(z —a) =2+ 9(x — 2) = 9z — 16.

Atsakymas. y = 9z — 16.

2.12 testas

72 .
®ﬁ7

2
Raskite funkcijos y = f% grafiko liestinés taske M (—4, —2)
x

atstuma nuo koordinaciy pradzios tasko.

@ % O6V2 @1V ®TVZ © 5 @ %

Funkcija f(x) apibrézta formule f(z) = 22° — 5.

Raskite funkcijos f(x) iSvesting f/(z).
D r'@=102"-5; @ f'(2)=102°~5; @) f'(x)=102"-5;
@ f'()=sz*-5;  ® f(x)=82°-5; (®) f'(2)=82°-5.

f'3) =
D 643; @ 1939; @) 7285; @ 2425; (B s827; (@) 805.

Uzrasykite funkcijos f(x) liestinés,

einancios per taska A(37 f(3)), lygti.

D y=8052—-1944; () y=—4712—805; @ y=—8052+2886;
@ y=4712+805;  (B) y=—8052—1944; (6) y=8052+2886.

4.2. Funkcijos didéjimo ir mazéjimo pozymis

Pakankamus funkcijos didéjimo ir mazéjimo intervale pozymius iSreiskia Sios
teoremos:
1. Jeigu iSvestineé f’(x) intervale (a;b) teigiama, tai funkcija f(z) tame
intervale didéja.
2. Jeigu iSvestiné f'(z) intervale (a;b) neigiama, tai funkcija f(x) tame
intervale mazéja.

valais.

Funkcijos didéjimo ir mazéjimo intervalai vadinami monotoniskumo inter-
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Funkcijos didéjimo ir mazéjimo intervalai nustatomi tokia tvarka:

1. Randami funkcijos kritiniai taskai, t. y. taskai, kuriuose iSvestiné lygi
nuliui arba neegzistuoja.

2. Pazymint kritinius taskus, nustatomi intervalai, kuriuose funkcijos isves-
tiné turi pastovy zenkla.

3. Nustatomas isvestinés zenklas kiekviename iS gautyjy intervaly. Jei
' () > 0 — funkeija didéja, o jei f’ (z) < 0 — funkcija mazéja.

4.2.1 pavyzdys. [rodykime, kad funkcija
y =arctgr —x
visur mazéja.
Sprendimas
Rasime funkcijos y = arctg z — x iSvestine
—x2

1422

y = (arctgz —x) =

Prilyginsime iSvestine nuliui, t. y.

ir iSspresime lygtj

—z? =0, z =0,
) = =z =0.
1+a® #0; T € (—00; 400);

Sudarysime lentele:

Intervalai | (—o0;0) | (0;400)
y’ zenklas - -
y kitimas J 4

J Zymime, kai funkcija mazéja; 1 Zymime, kai funkcija didéja.

Atkreipsime démesj, kad taske z = 0 funkcija y = arctgz — 2 ekstremumo (mak-
simumo arba minimumo) nejgyja. Funkcija y = arctgz — x mazéja visoje skaiciy
tieséje © € (—o0; +00).
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4.2.2 pavyzdys. [rodykime nelygybe

z>2In(l4+z), x >0.

Sprendimas
Pazymésime
y()=z—In(1+=x), >0

ir rasime funkcijos isvestine:

1 _1+x—1_ x
1+z 14z 14z

Y =(x—In(l+z)) =1

= b
nes x > 0.

Kadangi 3/ = % >0, kai = > 0, tai funkcija y =  —In(1 4+ =) didéja, kai = > 0.
z
Apskai¢iuosime funkcijos y = x — In(1 4 z) reikSme taske z = 0:

y(0)=0—In(14+0)=0—-0=0.

Kadangi funkcija y = x — In(1 + z) yra didéjanti, kai > 0 ir y(0) = 0, tai, kai
x>0,
x—In(l+z) >0,

z = In(1+ z).

Jei funkcijos iSvestiné, pereidama (i§ kairés j deSine) kritinj taska xq, keicia
zenkla i$ pliuso | minusa, tai £y — maksimumo taskas, o jei iS minuso j
pliusa, tai xp — minimumo taskas.

Funkcijos minimumo ir maksimumo taskai vadinami jos ekstremumuy taskais,
o funkcijos reikSmeés tuose taskuose — jos maksimumu ir minimumu arba
ekstremumu.

\

| Jei isvestiné, pereidama kritinj taska, zenklo nekeicia, tai tame taske ekstre-
mumo nera.
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Funkcijos ekstremumai nustatomi tokia tvarka:

1. Randami funkcijos kritiniai taskai.

2. Pazymint kritinius taskus, nustatomi intervalai, kuriuose funkcijos iSvestiné
turi pastovy zenkla.

3. Nustatomas funkcijos iSvestinés zenklas kiekviename is gauty intervaly. Jei
funkcijos iSvestiné, pereidama kritinj taska, keicia zenkla is ,+* i .=, tai turime
maksimumo taska, jei keicia zenkla is ,— i ,,+* — minimumo taska, o jei zenklo
nekeicia — ekstremumo néra.

4. Apskai¢iuojame funkcijos reikSmes ekstremumy taskuose.

4.2.3 pavyzdys. Raskite funkcijos y = 5v/22 — z2 ekstremumus.

Sprendimas
Funkcijos apibrézimo sritis: D (y) = (—o0; +00).
Dabar randame funkcijos iSvestine:

2 _3
=5.—x75 —2
5£C x

2 1 1—avad
=2 (s a) =2 ()
3 Vs 3

Randame funkcijos kritinius taskus, kuriuose isvestiné lygi nuliui arba neegzistuoja.

1—avVa3 =0,

y = (5\5/9— xQ)/ = (Sx%)/ — (%)

y =0, kai z1 =1, zo = —1 ir 3 neegzistuoja, kai x3 = 0.
Pazymédami kritinius taskus z; = 1, 3 = —1, 3 = 0, nustatome intervalus,
kuriuose funkcijos iSvestiné turi pastovy Zenkla.
Intervalai| (—oo;—1) z=-1 | (=1;0) [ z=0 | (0;1) | z=1 | (1;+00)
y Zenklas | + — neegz. | + —
y kitimas | 1 max + min T max +
IS lentelés pastebime, kad y didéja intervaluose (—oo; —1), (0;1) ir mazéja interva-
luose (—1;0), (1;400).

ymax:y(il):!am_(il)Q:E)—l:4

ymin:y(o):5\5/072—02:0.

Atsakymas. Ymax (£1) =4, Ymin (0) = 0.
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4.3. Funkcijos didziausia ir maziausia
reikSmé duotame intervale

Tolydzios funkcijos didziausia ir maziausia reikSmé duotame intervale
randama taip:

1. Apskaiciuojame funkcijos iSvestine.

2. Randame kritinius taskus, priklausanc¢ius duotajam intervalui.

3. Apskaic¢iuojame funkcijos reiksSmes tuose taskuose.

4. Apskaic¢iuojame funkcijos reikSmes duotojo intervalo galuose.

5. Palyginame gautasias reikSmes. Maziausioji (didziausioji) reikSme i§ ju ir
bus maziausioji (didZiausioji) reikSmé tame intervale.

4.3.1 pavyzdys. Raskite funkcijos f(z) = 223 — 92? — 242 + 59 didZiausia ir
maziausia reikSmes intervale [—3; 3].

Sprendimas
Apskaic¢iuojame duotosios funkcijos iSvestine:

f'(x) = (22° — 92 — 24 + 59)" = 62 — 18z — 24.
Surandame kritinius taskus:
f'(z) =0,
622 — 182 —24 =0/ : 6,
22 -3z —4=0.
T = —1,.%‘2 =4.

Rade kritinius taskus, patikriname, ar abu taskai patenka j intervala [—3;3]. Ka-
dangi patenka tik vienas taSkas x; = —1, todél skai¢iuojame funkcijos reiksmes
taske x1 = —1 ir intervalo galuose:

F(=1)=2(=1)> —9(=1)*> =24 (=1) +59 = =2 — 9 + 24 + 59 = 72,
F(=3)=2(=3)>—9(=3)> =24 (—3) + 59 = —54 — 81 4+ 72+ 59 = —4,
F(3)=2(3)>—9(3)> — 24(3) + 59 = 54 — 81 — 72 4 59 = —40.
Palygine reikSmes, gauname, kad

Jmax f(@) = f(-1) =72 min f ()= f(3)=-40

Atsakymas. max f(z) =72, min f(z)= —40.
z€[—3;3] z€[—3;3]
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2.13 testas

Apskai¢iuokite d = M —m, kai M = r[n%x . ),
re|—8,—
m = [mén . f(x) (funkcijos didziausia ir maziausia reikSmés
re|—8,—
atkarpoje) f(x) = 6x3 + 63z2 + 180z + 5.
@372, @ 192; @ 742; @ 1255; B 1617; ® 210; (D 256.

f(z) =223 — 212% — 48z + 27

,max f(@) =

Ds2; @ -725 @ -611; D72, ©®63 O —a8s; (@) —a91.

mEIfl—igj] f(l') -

D2 @ -488 @ -677; @ -72; ®@63; © —a01; @ 52

e [f@)] =

Ds2; @a91; B@oerr; @Di1so; © 63 © 483, (D) 72; @ 485,

Apskaiciuokite d = M — m, kai M = m[ax] fl@x)m= m[inS] f(x)
ze(l,

ze(1,5
(funkcijos didziausia ir maziausia reikSmés atkarpoje)
f(z) =223 + 2122 + 722 — 2.
@ 1437; @ 1690; @ 1040; @ 1562; @ 381; ®© 1210; (@ 795.

4.4. Funkcijos iskilumo intervalai

Kreivé vadinama iSkila aukStyn (Zemyn) intervale (a, b), jeigu visi tos kreives
taskai yra po liestine (virs liestinés), nubrézta per bet kurj kreivés taska tame
intervale (4.4.1 pav., 4.4.2 pav.).

Kreivés y = f (z) vingio (perlinkio) tasku vadiname taska (xo, f (o)), ku-
riame kinta kreivés iskilumas.

Jei f” (xg) = 0 (arba neegzistuoja, bet [’ (z¢) egzistuoja) ir f” () keicia zenkla
eidamos per xg, tai taskas (zg, f (zo)) yra kreivés y = f () vingio (perlinkio)
taskas.
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\\ N

Y Y

N

0l a b x ol a b

=V

4.4.1 pav. Iskilumas aukstyn 4.4.2 pav. Iskilumas zemyn

Kreivés y = f(z) iSkilumo aukstyn (iSkilumo Zemyn) intervalus ir
perlinkio taskus randame taip:

1. Nustatome funkcijos apibrézimo sritj.

2. Randame funkcijos y = f (x) pirmos ir antros eilés iSvestines.

3. Pazymint kritinius taskus, nustatomi intervalai, kuriuose funkcijos antroji
iSvestiné turi pastovy zenkla.

4. Nustatomas antrosios iSvestinés zenklas kiekviename is gautyjy intervaly.
Jeiy = f” (z) > 0 — funkcijos grafikas iskilas Zemyn, o jei y = f” (z) < 0 —
funkcijos grafikas iskilas aukstyn.

5. Jei taske x antroji iSvestiné y = f” (x) keicia Zenkla ir y = ' () = 0 (arba
y = f” (x) neegzistuoja), tai Sis taskas yra kreivés vingio (perlinkio) taskas.

iskilumo intervalus ir raskite vin-

4.4.1 pavyzdys. Nustatykite kreivés y = z
x

gio taskus.

Sprendimas
Nustatome apibrézimo sritj: z — 1 # 0 = = # 1. Taigi

D (y) = (=o0;1) U (1;+400) .

, ( z? )':(x2)/(x—1)—(x—1)/x2_295(3:—1)—3:2
z—1 (z—1)° (z—1)°

_ 202 — 2x —x _ x? — 22
(@ —1)° (@ —1)"
Dabar surandame antraja iSvesting ir nustatome funkcijos grafiko iskilumo interva-
lus, vingio taskus:

Y = <:172 2;1:>/ B ($272x)'(m7 1)2, ((1—1)2)/@2 *Qx)

@-1%) (x—1)"
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2z —2)(z—1)> —2(z —1) (22 — 22)

@—1)
_ (x—l)((2x—2)(z71)—2(x2—2:c))
(@—1)"
_ 2z —2) (z — 1) — 2 (2? — 22)
@1y
_ 202 — 20 — 2+ 2 —22% + 4
- (z - 1)°
- 2
CE

Pastebime, kad y” # 0, visiems = € R ir ¢y’ neegzistuoja, kai . =1 ¢ D (y).
Sudarome lentele:

Intervalai | (—oo;1) | (1;400)
y" Zenklas - +
y kitimas N U

N zymime, kai kreivé iskila aukstyn; U zymime, kai kreivé iskila zemyn.

Kreive iskila aukstyn, kai x € (—o0; 1), iskila zemyn, kai (1;400).

Antrosios eilés iSvestineé y” keifia zenkla pereidama taska x =1, bet z = 1 ¢ D (y),
todél sis taskas néra vingis.

2
z T grafikas

4.4.1 pav. Funkcijos y =

Atsakymas. Kreivé igkila aukstyn, kai z € (—o0; 1),
iskila zemyn, kai (1;+00).
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4.4.2 pavyzdys. Raskime funkcijos
y = xarctgx

grafiko iskilumo aukstyn ir zemyn intervalus.

Sprendimas
Raskime funkcijos y = z arctg x pirmosios ir antrosios eilés iSvestines:

y' = (warctgz) = arctgx + S

1+a2
" — (arctgz + — - +1+x2—x-2x
v 8 1+22)  1+22 (14 22)2
_1+x2+1+z2—2x2_ 2
B (1+ 22)? (14222

Funkcijos y = xarctgx antrosios eilés isvestiné né viename taske nelygi nuliui,

_— . Be to, y" visiems x turi teigiama Zenkla. Vadinasi, intervale

s 2)Q;wéOBt y" visi turi teigiama Zenkla. Vadinasi, interval
x

(—o0; +00) funkcijos grafikas yra iskilas zemyn.

t.y.

4.4.2 pav. Funkcijos y = x arctg x grafikas

Atsakymas. Funkcijos grafikas iskilas Zemyn, kai (—oo; 4+00).
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3. Nustatykite kreivés y = V27 igkilumo intervalus ir raskite perlinkio (vingio)
taskus.

Sprendimas
Funkeijos apibrézimo sritis: D (y) = (—o0; + 00).

s ’ 7 ’ 7 2
(07 - (3) - 1

Rasime funkcijos grafiko iskilumo intervalus, vingio taskus:

" o_ ( /)l _ ZQS% — Z gx—% — 14
VoW ET) T T a5
Pastebime, kad y” # 0 su visais z € R ir funkcija 3" neegzistuoja, kai z = 0.
Sudarome lentele:

Intervalai | (—o00;0) | =0 (0; +00)

y" zenklas | — +

y kitimas iskila vingio iskila
aukstyn | (perlinkio) | Zemyn
N taskas U

Kreive iskila aukstyn, kai x € (—oo; 0), iskila Zemyn, kai z € (0; + 00).
Antrosios eilés iSvestine y” keicia Zenklg pereidama taska x = 0, todél $is taskas
yra perlinkio tasko abscisé. Apskai¢iuojame perlinkio tasko ordinate:

y (0) = V07 = 0.

Y

4.4.3 pav. Funkcijos y = V7 grafikas

Atsakymas. Funkcijos grafikas iskilas aukstyn, kaiz € (—oo; 0),
iskilas Zemyn, kai z € (0; + o0)
perlinkio taskas A = (0; 0).
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2.14 testas

Su kuriomis parametry a ir b reikSmémis taskas M (—3,37) yra
funkcijos y = 2% + az® + bx? — 82 — 14 grafiko vingio taskas?
Wa=-8 b=-18 @a=-8, b=18;

@ a=8, b=18; @ tokiy reikSmiy néra.

Nustatykite funkcijos y = —21e~20" grafiko iskilumo
aukstyn sritj.

D (05+00); @ (*w;*ﬁ)u(f}ﬁ;ﬂxﬂ; @) (—oos+00);
@ (~c:0)U(0:+00); @ (—-2vI00); ® {o};
@ (-sdmisas); ® (02vi0); @ (~2v10:2v10);

4.5. Funkcijos grafiko asimptotés

Tiesé vadinama kreivés asimptote, kai bet kurio kreivés tasko atstumas iki
tos tiesés artéja prie nulio, taskui tolstant kreive.

Tiesé x = a vadinama funkcijos f (z) grafiko vertikaligja asimptote, jei bent
viena i$ riby lim f(z) ar lim f(x) yra begaliné (£o00).
rz—a+0 z—a—0

Tiesé y = kx + b vadinama funkcijos f (z) grafiko pasviraja asimptote, jei
riba lirin (f () — (kxz + b)) = 0. Pasvirosios asimptotés koeficientai k ir b
z—too

randami is lygybiu:
k= lim L2 p= Erjrtl (f (z) — kx).

z—+oco ¥
Jei, apskaiciuodami koeficientus k ir b, suzinome, kad bent viena is riby yra

begaliné arba neegzistuoja, tai funkcijos grafikas pasvirosios asimptotés neturi.

Kai koeficientas k = 0, tiesé y = b vadinama horizontaliaja asimptote, kuri
yra lygiagreti su O, asimi.
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20— 1
22

4.5.1 pavyzdys. Raskite funkcijos f (z) = asimptotes.

Sprendimas

Apibrézimo sritis D (f) = (—o0, 0) U (0, +00).

Kadangi taskas x = 0 nepriklauso funkcijos f () apibrézimo sriciai, tai vertikalioji
asimptoté gali buti tik siame taske.

Vertikalioji asimptoté:

z=0
. 2¢ — 1 1
xggl—O xr2 ~F0 09,

T 2¢ — 1 1
(T ) =

Kadangi ribos hgiof () = — oo yra begalinés, tai tiesé @ = 0 yra vertikalioji
z—

asimptote.
Dabar ieskosime pasvirosios asimptotés.
Pasviroji asimptoté:

=kx+0,
2z—1
20 — 1 2 1
k= lim f@) _ lim —2 — lim (22 = lim (=—-—=)=0,
r—+oo r—+oo r—+o0 3 z—+oo \ 12 23
2¢ — 1 . 2¢ — 1
b:zhm (f () — k) = hmoo< " —O>:I£rjlzloo( = >

2 1
~ i ()o
rz—Foo \ xz

Vadinasi, tiesé y = 0 yra grafiko horizontalioji asimptoté (koeficientas k = 0), kai
x — — oo arba x — + oo. Funkcijos grafikas nubréztas skyrelyje 4.6.

Atsakymas. Tiesé z = 0 (asis O,) yra vertikalioji asimptote,
tiese y = 0 (asis O,) yra grafiko horizontalioji asimptote.

4.5.2 pavyzdys. Raskite funkcijos f (z) = Ll + x asimptotes.
z_

Sprendimas

Apibrézimo sritis D (f) = (—o0, 1) U (1, +00).

Kadangi taskas = = 1 nepriklauso funkcijos f (x) apibrézimo srifiai, tai vertikalioji
asimptoté gali buti tik siame taske.

Vertikalioji asimptoté:

rz=1,

I A
:r*{linfo z—1 . _—0 N °

. T 1
lim +r)=—+1=+4 0.
z—=140 \ x — 1 +0
Kadangi ribos lim f(z) = — oo, lim f(x) =+ oo yra begalineés, tai ties¢ = = 1
r—1-0 r—14-0

yra vertikalioji asimptote.



172 2 SKYRIUS. MATEMATINE ANALIZE

Pasviroji asimptoté:

y=kx+b,
k= lim fla) _ lim 2= = lim ( +1>=+1:0+1=1,
r—+oco I r—+oo x z—too \ 2z — 1 o0

. L x B L x
=t 0@ k=t (T eee) = m (G5)

— 1' 1 — 1 —
Vadinasi, ties¢e y = x + 1 yra grafiko pasviroji asimptoté, kai x — — oo arba
x — + 0o. Funkcijos grafikas nubréztas skyrelyje 4.6.

Atsakymas. Tiesé x = 1 yra vertikalioji asimptoté,
tiesé y = x + 1 yra grafiko pasviroji asimptoté.

2.15 testas

_5x2+3$+1

Raskite funkcijos f(z) = —Td grafiko asimptote,

kai x — oo.

Dy=5c+18 @y=>5c+17; @ y=>5z+ i;
— . — . — 17.

@y=5x—-18; ®Oy=5r—-17, ®y=>5r— %

—122% — 15
Funkcijos y = % grafiko asimptoteé, kai z — oo,
v —
yra tiesé y = dx + .

]

d:

=W
g
ol=

|
w‘w
ool
©

|
=W
g
ol=
w‘m
|00
©olo

__109. @ 339. @ _ 289
301 289 339"

4.6. Funkcijy tyrimas ir grafiky brézimas

Nustatome funkcijos apibrézimo sritj.
Nustatome, ar funkcija yra lyginé ar nelyginé, ar periodiné.
Randame monotoniskumo intervalus ir ekstremumus.

Nustatome funkcijos iSkilumo intervalus ir perlinkio (vingio) taskus.

SRR T I .

Randame asimptotes ir istiriame grafiko padétj asimptociy atzvilgiu.
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6. Surandame funkcijos ribas, kai x tolsta j begalybes ‘oo ir artéja prie
funkcijos apibrézimo srities galy (jei funkcijos apibrézimo sritis néra
(—o00; 4 0)).

7. Nustatome, ar funkcijos grafikas kerta koordinaciy asis, jei taip, suran-
dame funkcijos grafiko susikirtimo su koordinaciy asimis taskus.

8. Bréziame funkcijos grafiko eskiza.

Ny

Tiriant konkrecia funkcija, kai kuriuos klausimus galima praleisti, papildyti.
Grafikui patikslinti galima papildomai parinkti keleta tasky.

T
-1

4.6.1 pavyzdys. Istirti funkcija ir nubrézti jos grafika f (z) = + .
x

Sprendimas
a) Nustatome apibrézimo sritj, © — 1 # 0, x # 1.
Taigi D (f) = (—o0; 1) U(1; + o0).
—x —x x
b) f(==) = —x—1 + (o) = —r—1 T <_x+1 +x)

f(=x) # f(2) # —f (z)

x
Funkcija f (z) = o + x yra nei lyginé, nei nelyginé. Ji taip pat neperiodiné.
T —

¢) Randame funkcijos ekstremumus ir monotoniskumo intervalus.

’

f’($)<$f1+z> <xf1> PAC) (m(;)lgn v
R T R
(z—1)° (z —1)*
f'(z) =0, kai
_ B ) 2
s5+1l=0=—s=-1>—F5=1=>1=(x-1)

(x—1) (z —1)* (x—1)

= -2r+l=1=2>-2r=0=2(2-2)=0,

T = 0, To = 2.
Pastebime, kad iSvestiné neegzistuoja taske x =1 ¢ D (f).
Sudarome lentele:
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Intervalai | (—o0;0) | =0 | (0;1) (1;2) x=2 | (2;400)
f" Zzenklas + - - +
f kitimas T max J i min T
1-0 1-2
Taigi fnax (0) = 57 +1-0=0+0=0, fuin (2) = 57 +1-2=2+2=14

d) Rasime funkcijos grafiko iskilumo intervalus, vingio taskus:

f () = <(x:11)2 +1> = ((95:11)2> + (1)

’
’

()@= (@-10°) (1) 9m_1) 9

(—1)" (-1 (z-1)%

Pastebime, jog f” () # 0, Vo € R. f"” (x) neegzistuoja, kaiz = 1 ¢ D (f). Vadinasi
vingio (perlinkio) tasky néra.
Funkcijos iskilumo intervalams nustatyti sudarome lentele:

Intervalai | (—oo; 1) | (1; +00)

f" Zzenklas | — +

f kitimas iskila iskila
aukstyn | zemyn
N U

e) Randame asimptotes ir iStiriame grafiko padéti asimptociuy atzvilgiu.
Vertikalioji asimptoté:
=1,

I L oa) =t g1=
a:~l>11nf() z—1 o _—0 N o

. z 1
lim +z)=—+1=+ 0.
z—=1+0 \x — 1 +0
Kadangi ribos lim f(z) = — oo, lim f(x) =+ oo yra begalineés, tai tiesé¢ z =1
r—1-—0 r—140

yra vertikalioji asimptote.
Pasviroji asimptoté:

y=kx+b,
L-I—ZL’
k= tim 1@ g T ( +1):+1:0+1:17
r—+oo r—+oo x rz—+oo \ T — o0

. . x B . x
=t k=t (o) < (G5)

. 1 1
= lim T =——==1L
r—+oo ]_—E 1—-0

Vadinasi, tiese y = x + 1 yra grafiko pasviroji asimptoté, kai x — — oo arba
xr — + oo.
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f) Rasime grafiko susikirtimo taskus su O, ir O, aSimis:

1:0:>x2:02>:c:0.

y=0, kai x =0.
g) Remdamiesi gautais duomenimis, bréziame grafika.

4.6.1 pav. Funkcijos f (z) = % + x grafikas

2 —1
4.6.2 pavyzdys. f(z) = ¢ -
x

Sprendimas
a) Nustatome apibrézimo sritj, 22 # 0, x # 0. Taigi
D (f) = (—00; 0) U (0; + o0).
2(—x)—1 —2z-1 2z + 1
b —z) = = - _
) [ (=) (_m)z 22 22

# [ (@) # —f ()

2z — 1
Funkcija f (z) = xiz yra nei lyginé, nei nelyginé. Funkcija neperiodiné.
x

c) Randame funkcijos ekstremumus bei monotoniskumo intervalus.

/

, 2z — 1 2 — 1) 22 — (22) (22 — 1 202 — 2z (2 — 1
f (SU)—< 22 ) :( ) (:c2§2 ) ( ): :1:4( )
_ 2% 422 a(-20+2) 2-2

4 4 x3

175
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£/ (z) = 0, kai

2 -2z
23
Pastebime, jog iSvestiné neegzistuoja taske x = 0 ¢ D (f).
Funkcijos didéjimo ir mazéjimo intervalams bei ekstremumams nustatyti sudarome
lentele:

=0=2-2z=0=-2r=-2=x=1.

f’ Zenklas -
f kitimas 1

Intervalai | (—o0;0) | (0;1) x=1 | (1;400)
_|_
T

max {
2-1-1

d) Rasime funkcijos grafiko iskilumo intervalus, vingio taskus:

’

) - <22x> C(2-22) 2% - (2%) (2— 22)

23 (xg)z
=223 — 327 (2 - 22)
26
_ 423 — 622 _4x -6
N x0 gt

f"(z) =0, kai

dr — 6
24
Pastebime, jog f” (x) neegzistuoja, kai x =0 ¢ D (f).
Funkcijos iskilumo intervalams nustatyti sudarome lentele:

=O:>4x—6=0:>41:=6:>:c:;

Intervalai | (—oo; 0) (O; %) x = % (%, +oo)

f" zenklas | — - +

f kitimas iskila iskila vingio iskila
aukstyn | aukstyn | taskas zemyn
N n @]

e) Randame asimptotes ir iStiriame grafiko padéti asimptociy atzvilgiu.
Vertikalioji asimptoté:

z =0,
) (23: — 1) -1
lim 5 = — = — 09,
x—0—0 €T +0
. 20 -1\ -1
Jim (T ) ==
Kadangi ribos lim f(z) = — oo yra begalinés, tai ties¢ = 0 yra vertikalioji

asimptoté.
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Pasviroji asimptoté:

y=kx+b,
2x—1
3 20— 1 2 1
ke tim L0 gy S gy (22 - lim (= - =) =0,
rz—+oo I r—t+oo I rz—+oo 3 z—+oo \ 12 3
. . 20— 1 L 2¢ — 1
b=t @~k =t (M5 o) = i (757)

) (2 1 >
= lim (—-——=|=
z—too \ & 22

Vadinasi, tiesé y = 0 yra grafiko pasviroji asimptoté, kai £ — — oo arba x — + oc.
f) Rasime grafiko susikirtimo taskus su O, ir O, aSimis:

2z -1 1
A —l0ew-l=0s2r=1=z=".
T 2
— : _ 1
y=0, kai x = 3.

g) Remdamiesi gautais duomenimis, bréziame grafika.

2¢ — 1
22

4.6.2 pav. Funkcijos f (x) = grafikas
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5. Keliy kintamuyju funkcijos

Raktiniai zodziai: Keliy kintamuyjy funkcijos tolydumas, dalinés iSvestinés, dife-
rencialas. Aukstesniyju eiliy iSvestinés ir diferencialai. Ekstremumai. Maziausiy
kvadraty metodas. Funkcijos ekonomikoje.

Literatura: [Rum76] XXII skyrius, 378-394 p.; [Mis99] 192-198 p.; [Bud08] 183—
250 p.; [Tho05] 965-1062 p.

5.1. Keliy kintamyjy funkcijos apibrézimas

Kintamasis z vadinamas vienareiksme dviejy kintamuyjy x ir y funkcija tam
tikroje srityje, jei kiekviena pora (x,y) iS tos srities atitinka vienintelé z reiks-
me.

o Kintamieji = ir y vadinami nepriklausomais kintamaisiais.

. Zymime

z=f(z,y).

Funkcijos z = f (z,y) apibrézimo sritimi vadinama plokstumos Ozy tasky
aibé, kurioje ta funkcija apibrézta, t.y. igyja konkrecias realigsias reikSmes.

Dvieju kintamuyjy funkcijos egzistavimo sritj galime pavaizduoti. Jeigu kiekviena
x ir y kintamyju pora vaizduosime plokStumos zOy tasku M (z,y), tai funkcijos
apibrézimo sritis bus tam tikra Sios plokStumos tasky aibé. Atskiru atveju, supran-
tama, funkcijos egzistavimo sritis gali buti ir visa xOy plokstuma.

Geometriskai funkcijos z = f (z,y) grafikas reiskia pavirsiy.

Pastaba. Analogiskai apibréziamos trijy ir daugiau kintamyjy funkcijos.

Jei kiekvienai tarpusavyje nepriklausanciy kintamujy x1, zo, . . ., z,, aibei egzis-
tuoja apibrézta kintamojo w reikSmé, tai w vadinsime kintamuyjy x1, zo,...,z,
funkcija ir zymeésime w = F' (21,22, ..., ZTn).

5.2. Dalinés iSvestinés

Jei x laikome kintamu, o y — pastoviu dydziu, tai ribg

0z _0fay) _ - flatAny) — f (@)

ox ox T Az—0 ox

vadiname funkcijos z = f (z,y) daline iSvestine pagal z taske (z,y).
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Analogiskai, jei y laikome kintamu, o x — pastoviu dydziu, tai riba

0z _0f (wy) _ . f(zy+Ay)— f(x,y)

dy Oy  Ay—o dy

vadiname funkcijos z = f (z,y) daline iSvestine pagal y taske (x,y).

5.2.1 pavyzdys. Raskime funkcijos dalines iSvestines duotame taske:
L.z =123+ 2zy% + 322y + 43, (1;-1);
2. z = arctg f’ x #0, (1;1);
Y
3. z=1uaY, (e1).

Sprendimas

1. (y = const),

0
a—z = (2% + 229”4 32%y + y3), = 322 + 29° + 6yx;

0z(zo;y0)  0z(1;-1)

_ —3.12492. (“1)246-(—1)-1= —1.
o o 31242 (=1)246-(—1)

(x = const),

5 (2 + 22y* + 32y + y°), = 4wy + 32 + 3y”;

) 2 2
= =4-1-(-1 1 (-1 =2.
By 9y (=1)+3-1"43-(-1)

92(1;1) 1 1
or 12412 2
(z = const),
0z 1 x r
dy x 2'<_y2)__y2+332’
v ()
9z(1;1) 1 1
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3. Kai y = const, z = ¥ yra laipsniné funkcija, todél

0z
ox

= (a), = ya¥~ .

Kai x = const, tai z = ¥ yra rodikliné funkcija, todél

0z =(2Y) =a2¥Inz
dy
;1
0xeil) _y -1y 01121,
or
0z(e; 1
2(e; >=el-lne:e~1:e.
dy

2.16 testas

Funkcija 2(z,y) apibrézta formule z(z,y) = —427y® — 2 cos (—bz + 4y).

9% D —282%y5+10cos (—5a+4y); () —28a%y®—10cos (—5z+4y);
— @ —282%y5+10sin (—5z+4y); @ —28z8y>+2sin (—5z+4y);
)3

dzx @ —28z%y® —10sin (—5z+4y @ —28x2%y5® —2sin (—5x+4y).

@ —20z7y* —8 sin (—5z+4y); @ —2027y®+8 cos (—bx+4y);

0z
2 = @ —20z7y* —2sin (—5z+4y); @ —2027y*+8sin (—5x+4y);

oy
Yy @ —202"y® —8 cos (—5x+4y); @ —2027y*+2sin (—5x+4y).

Diferencialo taikymas apytiksliams skaic¢iavimams
Diferencijuojamos funkeijos z = f(x,y) pokycio
Az = fo(zo,y0) - Az + fy(z0,90) - Ay + - Az + - Ay
pagrindiné tiesiné dalis
Az = fi(xo,y0) - Az + fy(x0,90) - Ay
vadinama funkcijos diferencialu taske (xg,yo) ir Zymima simboliu dz, t. y.
dz = fr(z0,90) - Az + f(x0,90) - Ay.

Nepriklausomy kintamyjy x ir y pokycius Az ir Ay laikykime juy diferencialais
Ax = dzx, Ay = dy. Taigi funkcijos diferencialas gali buti rasomas taip:

dz = fal:(x07y0)d$ + f;(l‘Oa ?JO)dy

arba
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9u Ou
ox’ Oy’

Panasiai, jei funkcija u = f(z,y,2) turi tolydzias dalines iSvestines
ou . o . et
25 tai funkcijos pilnasis diferencialas isreiskiamas formule
z

ou ou Ju
du = %d:c + [“)7/dy + gdz,

kurioje dx = Ax, dy = Ay, dz = Az.
Diferencijuojamos funkcijos z = f(z,y) pokyti

Az = f(l'() + Amvyo + Ay) - f(x()»yo)v

kai pokyciai Az ir Ay yra gana mazi, galima apytiksliai pakeisti tos funkcijos
diferencialu

dz = f;($07y0)ArL‘ + f';(x07y0)Ay
Tada gauname apytiksle lygybe
f(zo + Az, yo + Ay) — f(x0,y0) = f;(xo, Yo)Ar + fg/;(:c()?yO)Ayv
is kurios, perkéle f(xg,yo) i$ kairés | desing, gauname formule

f(xo + Az, yo + Ay) = f(20,Y0) + f1(20,y0) Az + f;(xo,yo)Ay.

Gautoji formulé bus tuo tikslesné, kuo mazesni pokyciai Ax ir Ay. Ja patogu
taikyti funkcijos reikSmei f(zg + Az, yo + Ay) apskaiciuoti, kai Zinome funkcijos
f(z,y) ir jos daliniy iSvestiniy reiksmes taske (zo;yo).

5.2.2 pavyzdys. Uzrasykime dvieju kintamuyjy funkcijos
2z = a3 + 2zy? + 32%y + ¢

diferenciala taske (1;0) ir pritaikykime jj apytiksliam skai¢iavimui.

Sprendimas
Uzrasykime funkcijos z = f(z,y) diferenciala taske
(0, yo) bendruoju atveju:

dz = f3(z0,y0)dz + f, (20, 0)dy.
Raskime funkcijos z = f(x,y) iSvestine pagal x
iz, y) = (2 + 22y® + 322y + )., = 322 + 2% + 62y.
Apskaic¢iuokime funkcijos z = f(z,y) iSvestinés pagal = reikSme taske (1;0)

fi(zo,y0) = fo(1,0)=3-1242.02+6-1-0=3.
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Raskime funkcijos z = f(x,y) iSvestine pagal y
folz,y) = (23 + 2zy® + 32y + y3); = day + 32° 4 39>
Apskai¢iuokime funkcijos z = f(z,y) iSvestinés pagal y reiksme taske (1;0)
fi(@o,yo) = fr(1;0) =4-1-0+3-1*+3.0> = 3.
Uzrasykime dviejy kintamujy funkcijos
2z = a3 + 2xy® + 3%y + o°
diferencialg taske (1;0)
dz = fr(zo,y0)dz + fy(x0,y0)dy = 3dzx + 3dy

ir pritaikykime jj apytiksliam skaic¢iavimui

flzo + Az, yo + Ay) = f(1+ Az,04+ Ay) = f(1 + Az, Ay)
~ f(0,90) + fr(20,y0) Az + f, (20,y0) Ay = 1 + 3Az + 3Ay.

Apskaiciuokime funkcijos z = f(z,y) reikSme taske (1;0)
f(@o,y0) = f(1;0) = 1.
Atsakymas. dz = 3dx + 3dy; f(1+ Az, Ay) =~ 1+ 3Ax + 3Ay.

5.3. Aukstesniyjy eiliy dalinés isSvestinés

Funkcijos z = f (z,y) dalinés iSvestinés

0 L. o 0r_
%_f:c(z?y) r ay_fy(x7y)

yra kintamuyjy z ir y funkcijos. Siy funkecijy dalines isvestines vadiname
funkcijos f (z,y) antrosios eilés dalinémis iSvestinémis ir zZymime taip:

N SN S AN
92 oz \az) e\ DY) oy2 oy \oy) W Y-

0%z a [0z " () Sriofi igvesting
= (=) = x,y) — misrioji i$vestine,
Oxdy Oy \ Ox i

—

Oz g (82) (z,v) iSrioji iSvestiné
— = = x,y) — misrioji iSvestine.
Oyox Oz \ Oy ye

Pastaba. Panasiai apibréziamos ir aukstesniyjy eiliy iSvestinés.
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Teorema. Jei antrosios eilés dalinés iSvestinés tolydzios, tai jy reikSmés nepri-
klauso nuo diferencijavimo tvarkos, t.y.

?z 0%z

0xdy  Oydx

5.4. Keliy kintamyjy funkcijos ekstremumas

Taskas T} (zy; yo) vadinamas funkcijos f(z,y) lokaliuoju maksimumu, jei egzis-
tuoja tokia tasko T aplinka

Uo = {(x,y) : \/(x—z0)2 +(y—1)° < 5} ,
kad visiems taskams (z,y) € U? galioja nelygybé

f(z,y) < f(z0,90) - (5.4.10)

Jei (5.4.10) nelygybe pakeistume tokia f(x,y) = f (x4, ,), taskas T, buty vadina-
mas funkcijos lokalinuoju minimumu.

Butina ekstremumo salyga
Tarkime, kad funkcijos f(z,y) dalinés iSvestines Bfg;,y) ir 2 gz’y) tolydzios

taske T}, (xg;y,). Jel Sis taskas yra funkcijos ekstremumo (maksimumo arba
minimumo) taskas, tai

af ({170, y())
or

6f (x()v yO)

By =0.

:07

Irodymas. Tarkime, kad y = yo. Tuomet f(x,y) tampa vieno kintamojo funkci-
ja, kuri taske zy turi ekstremuma. Vadinasi, funkcijos isvestiné x atzvilgiu tame
taske turi buti lygi nuliui, bet §i iSvestiné dviejy kintamyju funkcijai yra jos daliné

0f(z0,y0 9f(20,Y0)
ox

iSvestiné. Taigi ). 